
第1章 数列

1 数列の収束
a1, a2, ...と実数を並べたものを実数列または数列と呼び，{an}∞n=1または {an}と書

く．また，a0, a1, a2, ...と a0から始める場合は {an}∞n=0，一般に，ak, ak+1, ...と akから始
める場合は {an}∞n=k などと書く．いずれの場合も，anを一般項と呼ぶ．
{an}の一部，つまり，{ni}をn1 < n2 < ...をみたす自然数からなる数列として，{ani

}∞i=1

の形の数列を考えることもある．このような数列を {an}の部分列と呼ぶ．例えば，{a2n}
は {an}の部分列の一つである．� �
例 1.1. (1) an =

1

n
(n = 1, 2, ...)とおくと，nを大きくすると anは 0に近づく．

(2) bn =
(−1)n−1

n
(n = 1, 2, ...)とおくと，nを大きくすると bnは，正の値と負の値を

交互にとりながら 0に近づく．
(3) pを |p| < 1である実数とし cn = pnとおくと，nを大きくすると cnは 0に近づく．
(4) pを |p| < 1である実数とし，{Sn}∞n=1を

Sn = 1 + p+ p2 + · · ·+ pn

と定める．Sn =
1− pn+1

1− p
であり，{Sn}は n → ∞のとき 1

1− p
に収束する．

� �babababababababababababababababababababab

(4) で述べた等比数列の和の公式は次のように考えると，容易に理解される．ま
ず，因数分解の公式，x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1)，さらには

x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1), x4 − 1 = (x− 1)(x3 + x2 + x+ 1)

を思い出す．これから，1 + x =
x2 − 1

x− 1
=

1− x2

1− x
，さらには

1 + x+ x2 =
x3 − 1

x− 1
=

1− x3

1− x
, 1 + x+ x2 + x3 =

x4 − 1

x− 1
=

1− x4

1− x

となる．一般には，xn+1 − 1 = (x− 1)(xn + xn−1 + · · ·+ x+ 1)であり

1 + x+ x2 + · · ·+ xn =
xn+1 − 1

x− 1
=

1− xn+1

1− x
が成り立つ．
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数列の極限� �
定義 1. nを大きくすると anの値が定数 αに近づくとき，数列 {an}は αに収束する
といって

an → α (n → ∞) または an
n→∞−→ α または lim

n→∞
an = α

などと表し，αを {an}の極限または極限値という．� �
演習 1.1. (1) n → ∞のとき xn → 0となる実数 xの範囲は何か．
(2) n → ∞のとき 1

na
→ 0となる aの範囲は何か．

babababababababababababababababababababab

数列は収束するとは限らない．収束・発散を考える場合は anに関する計算，議
論を行って

an = · · · → α (n → ∞) または an = · · · n→∞−→ α

と書くことを勧める．たとえば，数列 {
√
n+ 1 −

√
n}∞n=1は 0へ収束するが，こ

れは
√
n+ 1−

√
n =

(
√
n+ 1−

√
n)(

√
n+ 1 +

√
n)√

n+ 1 +
√
n

=
(n+ 1)− n√
n+ 1 +

√
n
=

1√
n+ 1 +

√
n
→ 0 (n → ∞)

とすれば示すことができるし，分かりやすい．
また，an =

n
√
n!

n
の極限を考える．これは，区分求積法により（積分計算は略）

log an = log(n!)
1
n − log n =

1

n

n∑
k=1

log k − log n

=
1

n

n∑
k=1

(log k − log n) =
1

n

n∑
k=1

log
k

n
→

∫ 1

0

log xdx = −1

となり，an → e−1となる．いきなり lim
n→∞

anと書いても話は進まないであろう．

数列の発散� �
定義 2. 数列 {an}がどんな実数にも収束しないとき，{an}は発散するという．� �
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� �
例 1.2. (1) {n}, {n2}, {na} (a > 0), {en}などのように，nを大きくすると anがいく
らでも大きくなるとき {an}は∞(無限大)に発散するといって

an → ∞ (n → ∞) または an
n→∞−→ ∞ または lim

n→∞
an = ∞

などと表す．
(2) −∞に発散することも同様に定義する．
(3) 発散する数列 {an}が∞にも−∞にも発散しないとき，振動するという．たとえ
ば，次が振動する数列の例である．

{(−1)n}, {(−1)nn}, {(−2)n}.� �
収束する数列の性質� �
定理 1.3. 数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1が n → ∞のとき，それぞれ α, βに収束すると仮定
すると次が成り立つ．
(1) {an ± bn}, {anbn}も収束して，

lim
n→∞

(an ± bn) = lim
n→∞

an ± lim
n→∞

bn = α± β, (複合同順)

lim
n→∞

(anbn) = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn = αβ.

さらに，bn ̸= 0 (n = 1, 2, ...)かつ β ̸= 0ならば，
{an
bn

}
も収束して極限値は α

β
である．

(2) an ≦ bnであれば，α ≦ βが成り立つ．
(3) (はさみうちの原理)(非常に重要) α = βのとき，数列 {cn}∞n=1に対して an ≦ cn ≦
bn (n = 1, 2, ...) が成り立つならば，{cn}も同じ極限値 αに収束する．� �babababababababababababababababababababab

(1) an < bn (n = 1, 2, ...)であっても極限値 α, βに対して α < βとは限らず，一致
することもある．たとえば，

an =
1

n
, bn =

2

n
または an = − 1

n
, bn =

1

n

とすると，いずれの場合も an < bnだが共に 0に収束する．
(2) {an}, {bn}がともに発散するときは，{anbn},

{an
bn

}
の収束，発散について様々

なことが起きる．ケースバイケースなので，その都度，考えること．
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はさみうちの原理を用いた議論の例をあげる．� �
例題 1.4. (1)

n2

2n
→ 0 (n → ∞)が成り立つことを示せ．

(2) a > 1であるすべての実数，自然数mに対して nm

an
→ 0 (n → ∞)が成り立つこと

を示せ．� �
a > 1に対して anのような増大の仕方を指数増大といい，ncのような増大の仕方を多
項式増大という．1年生の解析で，ロピタルの定理を用いて xc

ex
→ 0 (x → ∞)がすべての

c > 0に対して成り立つことを示した．いずれにしても，「指数増大の方が多項式増大より
もはるかに早く増大する」．これは，数学に限らず，様々なところで重要である．

解答例. (1) 0 <
n2

2n
< bnかつ bn → 0 (n → ∞)をみたす {bn}を見つければよい．そこで，

bnとして n2

(nの 3次式)
の形であれば，と考えてみる．

二項定理

(x+ y)n = xn + nC1x
n−1y + · · ·+ nCn−1xy

n−1 + yn =
n∑

k=0

nCkx
kyn−k

を用いると，x = y = 1として

2n =
n∑

k=0

nCk > nC3 =
n(n− 1)(n− 2)

3!
(n = 3, 4, ...)

が分かる．これから，

0 <
n2

2n
<

n2

nC3

= 3!
n2

n(n− 1)(n− 2)
→ 0 (n → ∞)

となる．したがって，はさみうちの原理により n2

2n
→ 0 (n → ∞)が成り立つ．

(2) アイディアは (1)と同じである．解析学 II 演習の問題とする．

注意 1.5. ここでは簡単のため，3次式を考えた．次数が高ければ何でもよいことが分か
るであろう．これは，(2)のヒントになる．

ネイピアの数� �
命題 1.6. xが実数の範囲で大きくするときも x → ∞とかく．e = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)N

を
ネイピアの数とするとき， lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x

= eを示せ．� �
証明. nを n ≦ x < n+ 1をみたす自然数とすると， 1

n+ 1
<

1

x
≦ 1

n
だから(

1 +
1

n+ 1

)x

<
(
1 +

1

x

)x

≦
(
1 +

1

n

)x

（注：考察対象を中心に！）
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が成り立つ．eの定義が使えるように，左辺を下から，右辺を上から評価すると，(
1 +

1

n+ 1

)x

≧
(
1 +

1

n+ 1

)n

=
(
1 +

1

n+ 1

)n+1(
1 +

1

n+ 1

)−1

,(
1 +

1

n

)x

<
(
1 +

1

n

)n+1

=
(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)
となるから，(

1 +
1

n+ 1

)n+1(
1 +

1

n+ 1

)−1

<
(
1 +

1

x

)x

<
(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)−1

が成り立つ．この右辺も，左辺も n → ∞のとき eに収束することから結論を得る．

演習 1.2. 次の数列の数列の収束，発散を判定せよ．収束する場合は，極限値を求めよ．

(1)
3n+ 1234

n2
(2)

n2 − 1

n2 + 1
(3)

n3 − 8

n2 + 1
(4)

3n

5n + 1
(5)

3n

(−5)n + 1

(6)
(−5)n

3n + 27
(7)

√
n+ 88−

√
n (8)

3n

n!
(9)

8n

n!
(10)

2n

en

演習 1.3. (1) ∞に発散する数列 {an}, {bn}で，{an − bn}も∞に発散する例をあげよ．
(2) ∞に発散する数列 {an}, {bn}で，{an − bn}が収束する例をあげよ．

演習 1.4. 2の n乗根 n
√
2に対して， n

√
2 = 1+ hnとおく．n ≧ 2に対して nhn < 1が成り

立つこと， n
√
2 → 1 (n → ∞)が成り立つことを示せ．

演習 1.5. cを正の数とするとき，極限値 lim
n→∞

cn − c−n

cn + c−n
を，cの値で場合分けをして，求

めよ．
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2 ε-N論法
数列の収束の数学的な「定義」を与える．意味を理解をし自分でも使えるようになる

ことが目的である．
動機付けとして，次を考える．意味を各自よく考えて欲しい．
収束する数列の平均の収束 (チェザロ和)� �
定理 2.1. 数列 {an}∞n=1が n → ∞のとき αに収束するなら，a1 + a2 + · · ·+ an

n
も α

に収束する．つまり，次が成り立つ：
a1 + · · ·+ an

n
− α =

(a1 − α) + · · ·+ (an − α)

n
→ 0.� �

直感的には「nが大きいとき，a1, a2, ..., anのほとんどは αに近いのだから，その平均
もαに近い」ということである．これは，試験の結果が全員 80点なら平均も 80点で，全
員でなくても 80点と違う人が多くないなら平均は「ほぼ 80点」ということと本質的に同
じことである．
しかし，上の定理を厳密に証明するにはどうすれば良いだろうか？このために，そして
数学の多くの場面で，便利なのが，ここで述べる ε-δ論法である．ε-δ論法というのは，こ
こで述べるような論法の総称である．分かり易いように，本節の論法を δ-N 論法と呼ぶ
ことにする．
数列の収束の定義� �
定義 3. (1) 数列 {an}が n → ∞のとき実数 αに収束するとは，
任意の ε > 0に対して自然数N が存在して，n ≧ N であれば |an − α| < εとなること
である．
(2) {an}が n → ∞のとき∞に発散するとは，
任意の実数Rに対して自然数Nが存在して，n ≧ Nならば an > Rとなることである．� �� �
注意 2.2. 十分大きい nに対して an ≒ αが成り立つということを，論理的に述べてい
る．たとえば，an = 3+

(−1)n

n
であれば，anが 3になることはないが，εほど (少し)

幅を持たせると， 1

N
< εとなるN をとると n ≧ N ならば anは 3± εの中に入ってい

る (
1

N
< εとすると，n ≧ N なら |an − 3| < εとなる) ということである．� �
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� �
注意 2.3. N は εに応じて決める．例えば，an =

1

n2
であれば，ε > 0に対してN を

1√
ε
より大きな整数とすれば良い．ギリギリのN が必要ならば，[x]を x以下の最大

の整数 (ガウス記号)として，N =
[ 1√

ε

]
+ 1とすれば 1

N2
< εであり，n ≧ N ならば

an =
1

n2
≦ 1

N2
<

1(
1√
ε

)2 = ε

より，an < εとなる．� �� �
注意 2.4. 定義 3の εを 2ε，一般にM を定数としてMεに置き換えてもよい．εは任
意に小さくとれるので 2εもいくらでも小さくできるということである．実際に色々
なことの証明をする際に便利さが分かると思う．� �
演習 2.1. an = e−2nとするとき，正の数 εに対して

「n ≧ N ならば an < εが成り立つ」

ようにN を εを用いて表せ．
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直感的には自明の定理 2.1に対して，「証明」を与える．
収束する数列の平均の収束 (チェザロ和)� �
定理 2.1．数列 {an}∞n=1が n → ∞のとき αに収束するなら，a1 + a2 + · · ·+ an

n
も α

に収束する．つまり，次が成り立つ：
a1 + · · ·+ an

n
− α =

(a1 − α) + · · ·+ (an − α)

n
→ 0.� �

定理 2.1 の証明. bn = an − αとおくと，{bn}は n → ∞のとき 0に収束する．示すべき
ことは，任意の ε > 0に対して自然数N が存在して，

n ≧ N ならば
∣∣∣b1 + · · ·+ bn

n

∣∣∣ < ε (⋆)

が成り立つことである．1
以下，ε > 0を上のものとする．2仮定から，自然数N1が存在して

n ≧ N1 をみたすすべての nに対して |bn| <
ε

2
(1)

が成り立つ．このN1を用いて，n ≧ N1である nに対して
b1 + · · ·+ bn

n
=

b1 + · · ·+ bN1 + bN1+1 + · · ·+ bn
n

=
b1 + · · ·+ bN1

n
+

bN1+1 + · · ·+ bn
n

と２つの項に分ける．
右辺第一項は，N1を固定したので，n → ∞とすると 0に収束する．つまり，自然数N2

が存在して次が成り立つ：

n ≧ N2 をみたすすべての nに対して
∣∣∣b1 + · · ·+ bN1

n

∣∣∣ < ε

2
. (2)

よって，三角不等式 |a+ b| ≦ |a|+ |b|を繰り返し用いると，n ≧ N1かつ n ≧ N2なら∣∣∣b1 + · · ·+ bn
n

∣∣∣ ≦ ∣∣∣b1 + · · ·+ bN1

n

∣∣∣+ ∣∣∣bN1+1 + · · ·+ bn
n

∣∣∣
<

ε

2
+

|bN1+1|+ · · ·+ |bn|
n

<
ε

2
+

1

n
(n−N1)

ε

2
<

ε

2
+

ε

2
= ε (3)

が成り立つ．つまり，N = max{N1, N2}とすれば n ≧ N ならば (⋆)が成り立つ．これが
示すべきことであった．

注意 2.5. 注意 2.4 で述べたように，(1)と (2)の右辺を収束の定義通りに εとすると，(3)

の途中の ε/2が ε，最後が 2εとなって証明が終わる．

1このようにゴールを明記して，ゴールを目指して進むと理解しやすい．今後多くの場面で現れる．
2目標を書くと，議論のための記号も用意されている．
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収束の定義の中の
「任意の ε > 0に対して自然数N が存在して，n ≧ N であれば |an − α| < εとな
る」を，記号を用いて
「∀ε，∃N ∈ N s.t. |an − α| < ε (n ≧ N)」
または，
「∀ε，∃N ∈ N s.t. n ≧ N なら |an − α| < ε」
というように，簡単に書くのが習慣である．習慣なので，慣れて欲しい．
(講義中は，両方書くように努力しますが．．．)

なお，∀ は「Any」，∃ は「Exist」の先頭の A と E を用いた記号で，「s.t.」は
「such that」の略である．

� �
命題 2.6. 数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1が，それぞれ，n → ∞のときα, βに収束するならば，
{an + bn}∞n=1は α + βに収束する．� �
証明. 示すべきことは，任意の ε > 0に対して自然数N が存在して，
n ≧ N ならば |(an + bn)− (α + β)| < εとなること，つまり
−ε < (an + bn)− (α + β) < εが成り立つこと，である．
仮定から，自然数N1で

n ≧ N1ならば |an − α| < ε

2
となるものが存在する．

同様に，自然数N2で
n ≧ N2ならば |bn − β| < ε

2
となるものが存在する．

したがって，N = max{N1, N2}とすれば，すべての n ≧ N に対して

|(an + bn)− (α + β)| = |(an − α) + (bn − β)|

≦ |an − α|+ |bn − β| < ε

2
+

ε

2
= ε

が成り立つ．
よって，すべての n ≧ N に対して

|(an + bn)− (α + β)| < ε または − ε < (an + bn)− (α + β) < ε

が成り立つ．これが示すべきことであった．
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3 実数の連続性
数列の収束を示すために便利な議論について述べる．極限値が直ぐには分からない場

合に非常に有効である．� �
例題 3.1. an = 1 +

1

22
+

1

32
+ · · · + 1

n2
とおく．n → ∞のとき anが収束することを

示せ．� �
解答例. まず，

(i) an < an+1 (ii) an < 2 (n = 1, 2, ...)

が成り立つことに注意する． 1

k2
<

1

(k − 1)k
=

1

k − 1
− 1

k
より，

an =
n∑

k=1

1

k2
≦ 1+

n∑
k=2

1

(k − 1)k
= 1+

(1
1
− 1

2

)
+
(1
2
− 1

3

)
+ · · ·+

( 1

n− 1
− 1

n

)
= 2− 1

n

であることから， (ii) は分かる．
この２つから{an}が収束して (これが実数の連続性と呼ばれる性質である)， lim

n→∞
an ≦ 2

であることが分かる．
babababababababababababababababababababab

上の例題では，anは単調に増加するが 2より大きくなることはないことを示し
た．これから anが n → ∞のときある実数に収束することを理解してほしい．
極限値は lim

n→∞
an =

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
である．理解には別の学習の必要がある．

実数の連続性について正確に述べる．このために，数列の性質を 2つ与える．
単調数列� �
定義 4. 数列 {an}∞n=1に対して，

a1 ≦ a2 ≦ · · · ≦ an ≦ · · · (すべての nに対し an ≦ an+1) (an ≦ an+1 (∀n))

が成り立つとき，{an}は単調増加であるという．また，

a1 ≧ a2 ≧ · · · ≧ an ≧ · · · (すべての nに対し an ≧ an+1) (an ≧ an+1 (∀n))

が成り立つとき，{an}は単調減少であるという．
不等号≦ (≧)を< (>)として不等式が成り立つとき，狭義単調増加 (減少)という．� �
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有界な数列� �
定義 5. 数列 {an}∞n=1に対して，定数M が存在して，すべての nに対して an ≦ M が
成り立つとき (∃M s.t. an ≦ M (∀n)のとき)，{an}は上に有界であるという．
一方，∃M ′ s.t. an ≧ M ′ (∀n)のとき，{an}は下に有界であるという．� �
次が基本的な定理である．
実数の連続性� �
定理 3.2. 数列 {an}が単調増加 (減少)かつ上 (下)に有界であれば，ある実数に収束
する．� �
定理 3.2は，実数の範囲で考えているので成り立つ．有理数は連続性を持たない．つま
り，各 anが有理数であっても極限が有理数とは限らない．たとえば，

a1 = 3.1, a2 = 3.14, a3 = 3.141, a4 = 3.1415, ...

(anは πの小数点以下 nケタまでの近似)とすると，anは有理数だが極限 πは無理数であ
る．冒頭の例題の結果も同様の例を与えている．
実数の連続性 (定理 3.2)は次のように用いられる．� �
例題 3.3. 数列 {an}∞n=1が漸化式 an+1 =

√
an + 6 をみたすとする．a1 = 2のとき，an

の収束を示し，極限を求めよ．� �
解答例. (1) 0 < an < 3 (n = 1, 2, ...)を示す (注意．脚注を参照．極限 λは λ =

√
λ+ 6

をみたすに違いなく，λ2 − λ− 6 = (λ− 3)(λ+ 2)より λ = 3が予想される．)．3
n = 1のときは仮定から成り立つ．
nまで成り立つとする．an+1 > 0は漸化式から明らかであり，帰納法の仮定より

an+1 =
√
an + 6 <

√
3 + 6 = 3

となるから，n+ 1のときも正しい．
よって，数学的帰納法により，すべての n ∈ Nに対して 0 < an < 3が成り立つ．

(2) {an}が単調増加であることを示す．このためには，an > 0より a2n+1 > a2nを示せば良
い．これは，漸化式と 0 < an < 3より

a2n+1 − a2n = an + 6− a2n = −(a2n − an − 6) = −(an − 3)(an + 2) > 0

3「3」がどこからきたか疑問に思う人がいると思う．これは求める極限である．数学は (何事も？)上手
くいくと信じて考えることが重要で，この場合まず収束すると考える．すると，漸化式で極限をとると (3)

の解答にある２次方程式を考えることになって，-2 は明らかに不適なので，収束するなら極限が 3である
ことが分かる．しかし，これでは収束することの証明にはなっていないので，次に証明を考えることにな
る．そして，今の場合は実数の連続性が使えるということになる．
また重要なことは，a2, a3 を計算してみることである．a2 =

√
2 + 6 = 2

√
2 ≒ 2.828, a3 =

√
2
√
2 + 6 ≒

2.97..から何か感じると思うが，どうだろうか？
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となることから分かる．
(3) 実数の連続性から {an}は収束し，極限値 λは 2 < λ ≦ 3をみたす．漸化式で n → ∞
とすれば λ =

√
λ+ 6が成り立ち，

λ2 − (λ+ 6) = (λ− 3)(λ+ 2) = 0

より，λ = 3または−2となる．そして，2 < λ ≦ 3より λ = 3となる．
babababababababababababababababababababab

上の例で見るように，{an}が単調増加のとき，真の不等式 an < M がすべての
nに対して成り立っていても， lim

n→∞
an < M とは限らない．この節の始めに述べ

た例のように真の不等号が成り立つ場合もあるが，一般には lim
n→∞

an ≦ Mである．
もっと易しい例では，an = 5− 1

n
とすれば，an < 5だが極限は 5である．

次の 2題は必ず自分で解くこと．解答はあえて載せません．

演習 3.1. 数列 {an}∞n=1が漸化式 an+1 =
1

2
(a2n + 1)をみたし，0 ≦ a1 < 1と仮定する．こ

のとき，次の問いに答えよ．
(1) {an}が単調増加であることを示せ．
(2) an < 1 (n = 1, 2, ...)を示せ．
(3) {an}の極限値を求めよ．

演習 3.2. 漸化式 an+1 =
√
3an − 2で定まる数列 {an}∞n=1を考えて，1 < a1 < 2と仮定す

る．
(1) すべての n = 1, 2, ...に対し 1 < an < 2が成り立つことを数学的帰納法により示せ．
(2) {an}が単調増加数列であることを示せ．
(3) {an}の n → ∞とした極限を求めよ．

演習 3.3. (1) an =
(
1 +

1

n

)n

によって定まる数列 {an}∞n=1が単調増加であることを示せ．
(2) an < 3, n = 1, 2, ...を示せ．

言うまでもなく，演習 3.3 の数列の極限がネイピアの数 eである．
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次は，必須とはしないが，是非トライしてほしい問題である．

参考. 正の一般項をもつ数列 {an}∞n=1, {bn}∞n=1が，漸化式

an+1 =
1

2
(an + bn), bn+1 =

√
anbn (n = 1, 2, ...)

によって定まり，0 < b1 < a1と仮定する．このとき，{an}, {bn}が同じ値に収束すること
を次の手順で示せ．
(1) bn < an (n = 1, 2, ...)を示す．
(2) {an}が単調減少，{bn}が単調増加であることを示す．
(3) {an}が下に有界，{bn}が上に有界であることを示す．
(4) 極限値の一致を示す．

参考. sn = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · =

n∑
k=1

(−1)k−1

k
とおく．

(1) {s2n−1}∞n=1は単調減少，{s2n}∞n=1は単調増加であることを示せ．
(2) {s2n−1}∞n=1は下に有界，{s2n}∞n=1は上に有界であることを示せ．
(3) 無限級数

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
が収束することを示せ．(ちなみに，極限は log 2である．)

(３章で詳しく述べるが，無限級数の値を求めること以外は，この時点でも十分できます．)
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4 上限，下限
集合には最大値，最小値が存在するとは限らないが，議論の中でその代わりをする量

が必要になる．これが，上限，下限である．
これを用いると，実数の連続性を，より正確なものにして証明することができる．初め
て聞くことばがいくつかあるが，少し考えると簡単なことである．� �
例 4.1. A = [0, 1)というRの部分集合を考える．Aに最大値は存在しないが，1は
「最大値のようなもの」である．実際，1は集合Aの上限である．

0はAに含まれるので，0はAの最小値である．そして，下限でもある．� �
上限，下限� �
定義 6. AをRの部分集合とする．
(1) Aが上に有界な集合のとき，Aのすべての元より大きいかまたは等しい数をAの
上界という．つまり，すべての a ∈ Aに対して a ≦ λが成り立つとき，λをAの上界
という．Aの上界の中で最小の数をAの上限と呼び，supAと書く．
Aが下に有界な集合のとき，Aのすべての元より小さいかまたは等しい数をAの下

界という．つまり，すべての a ∈ Aに対して a ≧ µが成り立つとき，µをAの下界と
いう．Aの下界の中で最大の数をAの下限と呼び，inf Aと書く．
(2) Aが上 (下)に有界でないとき，supA = ∞ (inf A = −∞)と書く．
(3) Aが数列 {an}∞n=1のとき，sup{an}を sup

n≧1

an，inf{an}を inf
n≧1

anと書く．
� �
supA = ∞とは，Aの中にいくらでも大きい元 (要素)が存在するということである．
従って，

an ∈ A, an → ∞ (n → ∞)

をみたすAの元の列 {an}∞n=1 が存在する．
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babababababababababababababababababababab

数列 {an}∞n=1に対して，sup
n≧k

an = sup{ak, ak+1, ak+2, ...}, k = 1, 2, ... も考える．
これを akと書くと，(直感的に言うと，候補が多い方が最大値は大きくなるので)

ak+1 ≦ ak

が成り立つ．つまり，数列 {ak}∞k=1は単調減少である．
同様に，ak = inf

n≧k
an = inf{ak, ak+1, ak+2, ...}とおくと，

ak+1 ≧ ak

が成り立つ．つまり，数列 {ak}∞k=1は単調増加である．
もちろん，ak ≧ akである．

babababababababababababababababababababab

集合の最大値，最小値はその集合の元でないといけないので，これらは存在
するとは限らない．しかし，上限と下限は，∞,−∞を許せば，必ず存在する．
集合Aの最大値，最小値が存在するとき，それぞれmaxA,minAと表す．Aが

数列 {an}∞n=1のときは，max
n≧1

an,min
n≧1

anと書く．最大値 (最小値)が存在するなら
ば．それは上限 (下限)である．

� �
例 4.2. (1) A = (0, 2]のとき，minAは存在しない．その他については，

maxA = supA = 2, inf A = 0.

(2) A = {(−1)n}∞n=1のとき，maxA = supA = 1, minA = inf A = −1．
(3) an = (−1)n−1 +

1

n
のとき，min

n≧1
anは存在しない．その他については，

max
n≧1

an = sup
n≧1

an = 2(= a1), inf
n≧1

an = −1.

{an}を実直線上に書いて，自分で確かめること！� �
演習 4.1. an = (−1)nnのとき，a2k−1, a2k−1, a2k, a2kを求めよ．

15



babababababababababababababababababababab

Rの部分集合Aに対して，supA = aとすると，任意の x ∈ Aに対して x ≦ a

である．
上限 aはAの上界の中で最小だから，aに近いAの元が存在する，つまり

「任意の ε > 0に対して a− ε < xをみたす x ∈ Aが存在する．」
実際，ある δ > 0に対して x ≦ a − δがすべての x ∈ Aに対して成り立つとする
と，a− δもAの上界であり上限 a = supAの最小性に反する．
したがって，単調増加で aに収束するAの元の列，つまり

an ∈ A, an ≦ an+1 (n = 1, 2, ...), an → α (n → ∞)

をみたす数列 {an}∞n=1が存在する．

演習 4.2. an =
2n

2n− 7
, S = {an}∞n=1とするとき，inf S, supSを求めよ．また，maxS,minS

は存在するかどうか述べ，存在するならその値を書け．
(ヒント：n = 1, 2, 3のときのみ an < 0だから最小値はそのいずれかである．n ≧ 4のと
きの様子は an = 1 +

7

2n− 7
と書いてみると分かる．)

上限，下限を用いると，実数の連続性を正確に述べて，証明することができる．
実数の連続性� �
定理 4.3. (1) 数列 {an}が単調増加かつ上に有界であれば，{an}は n → ∞のとき
sup
n≧1

anに収束する．
(2) {an}が単調減少かつ下に有界であれば，{an}は n → ∞のとき inf

n≧1
anに収束する．� �

証明. (1) のみ示す．収束することは実数の連続性そのものなので，極限についてのみ述
べるがこれも易しい．
λ = sup

n≧1

anとおくと，仮定から λは有限な値である．

任意の ε > 0に対して自然数N で，n ≧ N ならば an > λ− ε となるものが存在する

ことを示せば，an ≦ λだからこれは an → λを意味する．
しかし， lim

n→∞
an < λとすると，{an}の単調性から，ある δ > 0が存在してすべての n

に対して an ≦ λ− δが成り立つことになる．これは λが上限であることに反する．
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5 コーシー列
数列の収束を示すために重要であるだけではなく，集合の完備性と呼ばれる概念につ

ながる重要な話題である．
コーシー列� �
定義 7. {an}∞n=1を数列とするとき．
任意の ε > 0に対して自然数N が存在して，
m,n ≧ N であれば |am − an| < εとなるとき，
言い換えると，∀ε > 0, ∃N ∈ N s.t. |am − an| < ε (m,n ≧ N)，のとき，
{an}はコーシー列であるという．� �
コーシー列と収束� �
定理 5.1. {an}∞n=1がn → ∞のとき収束するための必要十分条件は，{an}がコーシー
列であること．� �
証明. {an}n=1が n → ∞のとき収束すると仮定する．極限を αとすると，任意の ε > 0

に対して自然数N が存在して，n ≧ N であれば |an − α| < ε

2
をみたす (∀ε > 0, ∃N ∈ N

s.t. |an − α| < ε

2
(n ≧ N))．よって，m,n ≧ N であれば，

|am − an| ≦ |am − α|+ |α− an| <
ε

2
+

ε

2
= ε

が成り立ち，{an}はコーシー列である．
逆に，{an}はコーシー列であると仮定する．

(I) 定義の εを ε

3
におきかえて，

m,n ≧ N であれば |am − an| <
ε

3
が成り立つようにN を選ぶ．

このとき，an − aN <
ε

3
，つまり an < aN +

ε

3
(∀n ≧ N)より，

sup
n≧1

an ≦ sup{a1, ..., aN , aN +
ε

3
}

が成り立つ．右辺は有限数列の上限で，有限な値であるから，{an}は上に有界な数列で
ある．
(II) {ak}, {ak}を

ak = inf
n≧k

an = inf{ak, ak+1, ...}, ak = sup
n≧k

an = sup{ak, ak+1, ...}

で定めると，これらが収束することを示す．
まず，ak ≦ akが成り立つ．さらに，前節で述べたように，

ak ≦ ak+1, ak ≧ ak+1
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が成り立つ．つまり，{ak}∞k=1は単調増加，{ak}∞k=1は単調減少であり，次が成り立つ：し
たがって，すべての kに対して

a1 ≦ a2 ≦ · · · ≦ ak ≦ ak ≦ · · · ≦ a2 ≦ a1 (k = 1, 2, ...). (♠)

よって，{ak}∞k=1は単調増加かつ上に有界 (ak ≦ a1)であり，{ak}∞k=1は単調減少かつ下
に有界 (ak ≧ a1)であるので，ともに収束する．
(III) α = limk→∞ ak, α = limk→∞ ak とおいて，α = αを示す．ak ≦ akより，α ≦ αは明
らかである．
今，自然数N が存在して n ≧ m ≧ N ならば |an − am| ≦ ε

3
であり，

am − ε

3
< an < am +

ε

3

である．mを固定して，anに関する下限，上限を考えると，

am − ε

3
≦ inf{an, an+1, ...} ≦ sup{an, an+1, ...} ≦ am +

ε

3

または，am − ε

3
≦ an ≦ an ≦ am +

ε

3
が成り立つ．したがって，n ≧ N であれば

0 ≦ an − an ≦
(
am +

ε

3

)
−

(
am − ε

3

)
< ε

となる．これは， lim
n→∞

(an − an) = 0，または α = αを意味する．
(IV) 最後に，α = α = αとおいて，an → αを示す．自明な不等式，an ≦ an ≦ anより

an − α ≦ an − α ≦ an − α (♢)

が成り立つ．(♠)より，α = α ≦ an, α = α ≧ an であるから，それぞれを (♢)の右辺，左
辺に用いると，

an − an ≦ an − α, an − α ≦ an − an

となるから，

an − an ≦ an − α ≦ an − an

を得る． lim
n→∞

(an − an) = 0を上で示したので，an − α → 0 (n → ∞)が得られた．
� �
例題 5.2 (連分数). {an}∞n=1を

a1 = 2, a2 = 3 +
1

2
, a3 = 3 +

1

3 + 1
2

, a4 = 3 +
1

3 + 1
3+ 1

2

, ...

または漸化式 an+1 = 3+
1

an
で定まる数列とする．このとき，{an}∞n=1が n → ∞のと

き収束することを示し，極限値を求めよ．� �
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解答例. an > 3 (n = 2, 3, ...)は，漸化式から明らかである．このことを用いて {an}が
コーシー列であることを示す．示すべきことは，任意の ε > 0に対して自然数N が存在
して

m,n ≧ N ならば |am − an| < ε

となることである．
n ≧ 3に対して

|an − an−1| =
∣∣∣3 + 1

an−1

−
(
3 +

1

an−2

)∣∣∣ = |an−1 − an−2|
an−1an−2

<
1

9
|an−1 − an−2|

が成り立つので，

|an − an−1| ≦
(1
9

)n−3

|a3 − a2| (n = 3, 4, ...)

が成り立つ．よって，m ≧ nであれば，次が成り立つ：

|am − an| ≦ |am − am−1|+ |am−1 − am−2|+ · · ·+ |an+1 − an|

≦
{(1

9

)m−3

+
(1
9

)m−4

+ · · ·+
(1
9

)n−2}
|a3 − a2|

<
{(1

9

)n−2

+
(1
9

)n−1

+ · · ·
}
|a3 − a2|

=
(1
9
)n−2

1− 1
9

|a3 − a2|.

ここで，任意の ε > 0に対して自然数N を (1
9
)N−2

1− 1
9

|a3 − a2| < εをみたすように選ぶと，
m ≧ n ≧ N であれば，

|am − an| <
(1
9
)n−2

1− 1
9

|a3 − a2| ≦
(1
9
)N−2

1− 1
9

|a3 − a2| < ε

となる．よって，{an}はコーシー列であり，定理 5.1より収束する．
極限値λはλ = 3+

1

λ
をみたし，かつλ > 3である．よって，二次方程式λ2−3λ−1 = 0

を解けば，λ =
3 +

√
13

2
となる．
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6 上極限，下極限
前回述べた数列 {an}∞n=1が収束することとコーシー列であることの同値性の証明の

中で，

ak = inf
n≧k

an = inf{an, an+1, ...}, ak = sup
n≧k

an = sup{an, an+1, ...}

を考えた．
{ak}∞k=1は単調増加であり，{ak}∞k=1は単調減少である．よって，k → ∞のとき，収束
するか，∞,−∞に発散するかのいずれかである．
上極限，下極限� �
定義 8. 数列 {an}∞n=1 に対して， lim

k→∞
ak = lim

k→∞

(
inf
n≧k

an

)
を {an}の下極限と呼び，

lim inf
n→∞

anと表す．また， lim
k→∞

ak = lim
k→∞

(
sup
n≧k

an

)
を {an}の上極限と呼び，lim sup

n→∞
an

と表す．� �� �
例 6.1. an = (−1)n +

1

n
とおくと，

lim inf
n→∞

an = −1, lim sup
n→∞

an = 1.

anの初めのいくつかの項を実直線上に書いて，確かめること．� �
babababababababababababababababababababab

記号をよく見ること．lim sup
n→∞

anの n → ∞の位置をよく見ること．lim supは一
つの記号であって，limと supを合わせた記号ではない．lim sup

n→∞
anは nが大きい

ときの「最大値」のようなものを表すと言ってよい．

上極限，下極限について� �
定理 6.2. 数列 {an}∞n=1に対して，次が成り立つ．
(1) lim inf

n→∞
an ≦ lim sup

n→∞
an．

(2) {an}の部分列 {ani
}∞i=1で，lim

i→∞
ani

= lim sup
n→∞

anをみたすものが存在する．同様に，
{an}の部分列 {an′

j
}∞J=1で， lim

j→∞
an′

j
= lim inf

n→∞
anをみたすものが存在する．

(3) {an}が n → ∞のとき収束するための必要十分条件は，lim inf
n→∞

an, lim sup
n→∞

anがと
もに有限で，lim inf

n→∞
an = lim sup

n→∞
anが成り立つことである．� �
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諸君が慣れ親しんできた数列の極限 lim
n→∞

an，集合の最大値，最小値は，必ずし
も存在するとは限らない．
これに対して，ここで扱った，上限，下限，上極限，下極限は，±∞を許せば

必ず存在し，議論の役に立つ．

定理 6.2の証明. 上と同様，

ak = inf
n≧k

an = inf{ak, ak+1, ...} (単調増加！), ak = sup
n≧k

an = sup{ak, ak+1, ...} (単調減少！)

とおく．
(1) すべての kに対して ak ≦ akが成り立つので，両辺の極限をとれば結論を得る．
(2) lim sup

n→∞
anが有限のときだけ示す．この値を αとする．つまり，

単調減少数列 ak = sup{ak, ak+1, ...}が αに収束するとすると，
任意の ε > 0に対して自然数N が存在して，k ≧ N ならば

α ≦ ak < α + ε (∗)

が成り立つ．
一方，ak = sup{ak, ak+1, ...}に対しては，
任意の ε > 0に対して ak − ε < ank

≦ akが成り立つような nk ≧ kが存在する．さらに，
α ≦ akを上で示したので

α− ε < ank
≦ ak (#)

が成り立つ．
よって (∗)の右の不等式と (#)より，k ≧ N に対して

α− ε < ank
≦ ak < α + ε

が成り立つ．特に，|ank
− α| < εであり，{ank

}の α = lim sup
n→∞

anへの収束を得る．
下極限についても，同様である．各自，試みて欲しい．

(3) {an}が αに収束することを仮定する．つまり，
任意の ε > 0に対して自然数N が存在して α − ε < an < α + ε (n ≧ N)となることを仮
定する．
このとき，k ≧ N ならば ak = sup

n≧k

an ≦ α + εが成り立つので，

lim sup
n→∞

an = lim
k→∞

ak ≦ α + ε
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が成り立つ．ε > 0は任意なので，

lim sup
n→∞

an ≦ α

となる．
同様に，lim inf

n→∞
an ≧ αを示すことができて，結局

α ≦ lim inf
n→∞

an ≦ lim sup
n→∞

an ≦ α

となる．これから lim inf
n→∞

an = lim sup
n→∞

anを得る．
逆に，lim inf

n→∞
an = lim sup

n→∞
anを仮定する．この値を αとすると，

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

ak = α

である．また，n ≧ kであれば，

ak ≦ anuk

となるので，{an}の αへの収束が分かる．

演習 6.1. an =
(−1)n2n

n+ 1
とおくとき，a1 ∼ a6を数直線上にプロットして感じをつかみ，

次の値を求めよ．

(1) inf
n≧1

an (2) sup
n≧1

an (3) lim inf
n→∞

an (4) lim sup
n→∞

an

演習 6.2. an =
2n

2n− 7
= 1 +

7

2n− 7
とおくとき，a1 ∼ a6を数直線上にプロットして感

じをつかみ，次の値を求めよ．

(1) inf
n≧1

an (2) sup
n≧1

an (3) lim inf
n→∞

an (4) lim sup
n→∞

an
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第1章演習問題の解答またはヒント
演習 1.1．(1) |x| < 1 (2) a > 0

演習 1.2．(1) 0に収束 (2) 1に収束 (3) ∞に発散 (4) 0に収束
(5) 0に収束 (6) 振動する (7) 0に収束
(8) 次に注意すると，はさみうちの原理から 0に収束することが分かる：

0 <
3n

n!
=

n︷ ︸︸ ︷
3 · 3 · · · 3 · 3 · 3

n(n− 1) · · · 3 · 2 · 1
<

3

n

3 · 3 · 3
3 · 2 · 1

(n ≧ 5).

(9) 0に収束 (9) 0に収束

演習 1.3．(1) an = n2，bn = nなど多数．
(2) (i) an =

√
n+ 1, bn =

√
n (ii) an = log n, bn = log

n

2
(iii) bn = an − 1のとき，

など多数．
演習 1.4．2 = (1 + hn)

n > 1 + nhnに注意すればよい．

演習 1.5．(1) 0 < c < 1のとき，分母，分子に cnを掛けると c2n → 0 (n → ∞)より
cn − c−n

cn + c−n
=

c2n − 1

c2n + 1
→ −1.

(2) c = 1のときは 0．
(3) c > 1のとき，分母，分子を cnで割ると c−2n → 0 (n → ∞)より

cn − c−n

cn + c−n
=

1− c−2n

1 + c−2n
→ 1.

例題 1.4(2)．a = 1 + h (h > 0)とおく．(1)の二項定理を用いた議論を参考にすると，
n ≧ m+ 1ならば

(1 + h)n =
n∑

k=0

nCkh
k > nCm+1h

m+1 (ただし，n ≧ m+ 1とする．)

であることを使えば良いということに気づく．ただし，n ≧ m+ 1とする．すると，

0 <
nm

(1 + h)n
<

nm

nCm+1hm+1

であり，

0 <
nm

(1 + h)n
<

(m+ 1)!

hm+1

m︷ ︸︸ ︷
n · n · · ·n

n(n− 1) · · · (n−m+ 1)(n−m)︸ ︷︷ ︸
m+1

→ 0 (n → ∞)

23



が成り立つ．よって，はさみうちの原理から結論を得る．

演習 2.1．an < εの両辺の対数をとると，log an = −2n < log εとなる．これから，N を
N ≧ −1

2
log ε =

1

2
log

1

ε
をみたす整数とすると，n ≧ N に対して an < εとなる．

演習 4.2．inf S = minS = a3 = −6, supS = maxS = a4 = 8

演習 6.1．a1 = −1, a2 =
4

3
, a3 = −3

2
, a4 =

8

5
, ..．また，

a2k−1 = −−2(2k − 1)

2k
= −2 +

1

k
,

a2k =
2 · 2k
2k + 1

= 2− 2

2k + 1
.

したがって，

(1) inf
n≧1

an = −2 (2) sup
n≧1

an = 2 (3) lim inf
n→∞

an = −2 (4) lim sup
n→∞

an = 2.

演習 6.2．a1 = −2

5
, a2 = −4

3
, a3 = −6, a4 = 8, ..．また，

an = 1 +
7

2n− 7
.

したがって，

(1) inf
n≧1

an = −6 (2) sup
n≧1

an = 8 (3) lim inf
n→∞

an = 1 (4) lim sup
n→∞

an = 1.
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