
解析学 IB：第1回講義 (2025年9月22日)

このノートを読んで，演習問題を解くことで，2025年度後期「解析学 IB」(担当：松
本)の第 1回講義への出席とします．今回の目標は，
1) 偏微分とは何かについて学習すること，
2) 直線のパラメータ表示と平面の方程式に関して復習すること，です．
教科書としてあげた「解析学入門」(市原直幸，増田哲，松本裕行著，培風館)を合わせ
て参照してほしいと思います．
この講義ノートは私が個人的に作成したものです．大きな誤りはないと思いますが，タ
イプミスや演習問題の解答の計算ミスがあると思います．不明な点は質問して下さい．な
お，今回 1回目は特別なので，番号付けが 0.1などとなっています．

0.1. 偏導関数
解析学 IB の目的は，2変数関数に関する微分，積分の習得である．まず，2変数関数

の導関数の計算に関して学習する．その意味などについては，次回から詳しく述べる．
Dを xy平面内の領域とし，z = f(x, y)をD内の点 (x, y)に実数 f(x, y)を対応させる
関数とする．� �
例 0.1. (1) z = f(x, y) = x− 2y + 3は，R2全体を定義域とする関数である．グラフ
は空間内の平面になる．
(2) z = f(x, y) =

√
4− x2 − y2は，原点を中心とする半径2の円盤{(x, y)|x2+y2 ≦ 4}

を定義域とする関数である．グラフは，原点中心，半径 2の球面である．� �
z = f(x, y)をR2の集合D上で定義された関数とする．D内の点 (a, b)に対し，

(1) y = bと固定して xのみの関数 z = f(x, b)を考えたとき，x = aにおけるその微分係
数を f の (a, b)における xに関する偏微分係数といい，

∂f

∂x
(a, b),

∂

∂x
f(a, b), fx(a, b)

などと表す：
∂f

∂x
(a, b) = fx(a, b) = lim

h→0

f(a+ h, b)− f(a, b)

h
.

(2) x = aと固定して yのみの関数 z = f(a, y)を考えたとき，y = bにおけるその微分係
数を f の (a, b)における yに関する偏微分係数といい，

∂f

∂y
(a, b),

∂

∂y
f(a, b), fy(a, b)
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などと表す：
∂f

∂y
(a, b) = fy(a, b) = lim

k→0

f(a, b+ k)− f(a, b)

k
.

関数 f の定義域の各点 (x, y)に対して偏微分係数 fx(x, y), fy(x, y)の値を対応させる 2

変数関数を，それぞれ x, yに関する偏導関数と呼ぶ．やはり，fx(x, y), fy(x, y),
∂f

∂x
(x, y)

などと書く．偏導関数を求めることを，偏微分するという．� �
例題 0.2. (1) z = f(x, y) = e2x sin(3y)の x, yに関する偏導関数を求めよ．
(2) z = f(x, y) = xy (x > 0, y ∈ R)の x, yに関する偏導関数を求めよ．� �
解答. (1) xに関する偏導関数を求めるには，yは固定して定数とみなして，xについて微
分すればよく，fx(x, y) = 2e2x sin(3y)となる．
一方，yに関する偏導関数を求めるには，xは固定して定数とみなして，yについて微
分すればよく，fy(x, y) = 3e2x cos(3y)となる．
(2) 対数微分を行う．log f(x, y) = y log xである．
両辺を xで偏微分すると，左辺については合成関数の微分の公式を用いて，

fx(x, y)

f(x, y)
=

y

x

となる．よって，fx(x, y) = f(x, y)
y

x
= yxy−1となる．

yに関する偏導関数は，fy(x, y)

f(x, y)
= log xより，fy(x, y) = xy log xとなる．

演習 0.1. 次の関数の x, yに関する偏導関数を求めよ．ただし，(3)は x > 0, y > 0とする．

(1) f(x, y) = 5x− 4y + xy + 9 (2) f(x, y) = 4x3 + 2x2y − 3y3

(3) f(x, y) = log
y

x
(4) f(x, y) =

y

2x+ 3
(5) f(x, y) = (x+ y)e3y

演習 0.1 の解答．

(1) fx = 5 + y, fy = −4 + x

(2) fx = 12x2 + 4xy, fy = 2x2 − 9y2

(3) fx = −1

x
, fy =

1

y

(4) fx =
−2y

(2x+ 3)2
fy =

1

2x+ 3

(5) fx = e3y fy = e3y + (x+ y) · 3e3y = (3x+ 3y + 1)e3y
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0.2. 直線，平面の方程式 (復習・確認)

平面上の直線，空間内の直線，平面のパラメータ表示や方程式について復習する．
[1] 平面上の直線
xy平面上の直線は，y = ax + bまたは x = c (a, b, cは定数) という形の方程式で与え
られる．aは xの値が 1増加したときの yの変化量を表し，直線の傾きと呼ばれる．bは
x = 0のときの yの値で，直線 y = ax+ bは点 (0, b)を通る．

直線 y = ax + bのグラフ上の点 (x, y)は，
(
x

y

)
=

(
0

b

)
+ t

(
1

a

)
(t ∈ R)とパラ

メータ表示される．

一方，直線 x = c上の点 (x, y)は，
(
x

y

)
=

(
c

0

)
+ t

(
0

1

)
(t ∈ R)とパラメータ表

示される．
1.実数,集合,数列

コ集合,共通部分も同様に定義する :

F=1,2,"り 竹)が存在する ),

lf=1,2,… ,竹)に属する}.

【の元の全体を,■ の補集合とよび

コをズ の部分集合とすると,次

E七 よ.

「=C(a,b,Cは 定数)と いう形の方

量を表し,直線の傾きとよばれる.

:ま点 (0,b)を通る.

(サ
∈R)
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1.3 直線・平面の方程式

7

y=a2+b

(;)

[2]空 間内の直線

り,直線上の点し,り ,″)はその位置ベクトルが

(サ) = (多l)十

サ
(号)  (サ

CR)

という形で与えられる。

これから,a,b,cの いずれも0でないなら,サ を

釘,7,zで表すと

密―伊。 g一 υo z― Zo
a       b       c

となる。これを直線の方程式という。

◆問 2.ゼ を空間内の 2点 (1,2,3)と (2,3,1)を 通る直線とする.

(1)ゼ の方向ベクトルを求めよ。  (2)ゼ の方程式を求めよ.

◆間 3. 直線ゼ:坐
考
上 =7+1=″

~3に
原点 Oか ら下ろした垂線とセとの牢点

Aの座標を求めよ.

的
　
投
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Ｈ

ま
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ヽ

、

１

１
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，

カ
エ
　
　
は

町　　醜

(2,υ ,″ )

(号 )

(″ぃυo,れ ) CO

直線 y = ax + b上の点に到達するには，原点から点 (0, b)に移動して，ベクトル
(
1

a

)
またはその逆方向に何倍か移動すればよい．

直線 x = c上の点であれば，原点から (c, 0)に移動して，ベクトル
(
0

1

)
またはその逆

方向に何倍か移動すると到達する．

これらのことを表したのが，直線のパラメータ表示である．ベクトル
(
1

a

)
，
(
0

1

)
を，

それぞれの直線の方向ベクトルという．方向ベクトルのとり方は一通りではなく，符号を
変えて逆向きにしても定数倍しても方向ベクトルである．
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[2] 空間内の直線
xyz空間内の直線も，xy平面と同様，パラメータ表示される．

直線は，直線上の 1点 (x0, y0, z0)と方向ベクトル


a

b

c

からただ一つに定まり，直線上
の点 (x, y, z)はその位置ベクトルが

x

y

z

 =


x0

y0

z0

+ t


a

b

c

 (t ∈ R)

という形で与えられる．図示すると次のようになる．
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1.実数,集合,数列

長合,共通部分も同様に定義する :

=1,2)…Ⅲ句)が存在する},

=1,2).… ,句)に属する ).

う元の全体を,■ の補集合とよび

=を (a)b)Cは 定数)と いう形の方

主を表し,直線の傾きとよばれる.

玉■(0,b)を通る.

(サ ∈R)

13 直線・平面の方程式

[2]空 間内の直線

Fを ズ の部分集合とすると,次

これから，a, b, cのいずれも 0でないなら，tを消去して，

(t =)
x− x0

a
=

y − y0
b

=
z − z0

c

となる．これを直線の方程式という．

演習 0.2. ℓを空間内の 2点 (1, 2, 3)と (2, 3, 1)を通る直線とする．
(1) ℓの方向ベクトルを求め，ℓをパラメータ表示せよ．
(2) ℓの方程式を求めよ．
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[3] 平面の方程式
z = x− 2y + 3のような x, yに関する「一次関数」は平面を与える．一般に，2変数関
数は「曲面」を与える．そして，1変数関数の微分係数が対応する曲線の接線の傾きを与
えるように，2変数関数 z = f(x, y)の偏微分係数によって「接平面」を決めることができ
る．このように，平面は 2変数関数の例を与えるだけではなく，2変数関数の解析におい
て重要である．
空間内の平面 (πと呼ぶ)は，その上の同一直線上にはない異なる 3点A,B,Cを指定す
ればただ一つに定まる．これは，平面上の 1点A(x0, y0, z0)と，ベクトル−→

AB，−→
ACによっ

て定まると言っても同じであり，平面上の点 P(x, y, z)は
x

y

z

 =


x0

y0

z0

+ s
−→
AB + t

−→
AC (s, t ∈ R)

という形で与えられる．下の左の図を参照．
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1日4二 項 定 理

自然数竹に対して

が =角 。(|

を句の階乗という。1,2,…
"竹
の致:

異なるものを並べるとき,並べ方 |」

するのが習慣であり,便利である.

また,T=0,1,2,… ,竹 に対して,

れCr=テ
マギ
4耳
ア

で定めて二項係数とよが.こ れを

選ぶ選び方は句CT通 りである。

Tと
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点 防 り を通叱 醜 守
=ギ =を 睡 直郊 面嚇 械 を求

点 A(a)b,C)を 通り,醍 に垂直な平面の方程式を求めよ.

球面 (″ -1)2+(υ -1)2+Z2=9上 の点 (3,-1,1)における接平面の法線

接平面の方程式を求めよ.

● 十り)れ をれ個の密十ッの積 (3

く。このとき,展開式のがり
句~Tの

選ぶ選び方に等しいことを確認すれ

次は計算からも示すことができる

命題 1.5(1)れ CT=η Cれ_T(T

(2)η CT_1+η CT=れ+lCT(r=

(1)は 竹個からT個選ぶのも,(所

からわかる。(2)は し +1)個 から

それを選ぶ場合と選ばない場合に究

◆問7.(1)(″ +1)5,(伊 +2)6を展隣

01+勧
4のメの係数は何か.

◆問8. 命題 1.5(2)を二項係数の定姜

トルれをTの法線ベクトルとよぶ.句 =

と句は直交するので,

ヽ

、

‐
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′
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＼

とすると・

a(何 一 密 o)十 b(g一 υ o)十 C(Z一 Zo)=0

が成り立つ。これを平面の方程式という.

◆間 4.

めよt

◆問 5.

◆問 6.

′ミクトル,

定理 1.4(二項定理)自 然数紀

(露 +7)・

また，平面 π と垂直なベクトル nを π の法線ベクトルと呼ぶ．n =


a

b

c

とすると，
−→
AP =


x− x0

y − y0

z − z0

は nと直交するので (上図の右を参照)，

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

が成り立つ．これを平面の方程式という．
演習 0.3. (1) 点 (1, 2, 3)を通り直線 x− 1

2
=

y − 2

3
=

z

4
に垂直な平面の方程式を求めよ．

(2) 点A(a, b, c)を通り，法線ベクトルが


a

b

c

である平面の方程式を求めよ．
(3) 球面 x2 + y2 + z2 = r2上の点A(a, b, c)における接平面の方程式を求めよ．
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演習 0.2 の解答．(1) 方向ベクトルは


2

3

1

−


1

2

3

 =


1

1

−2

．

よって，直線 ℓのパラメータ表示は，


x

y

z

 =


1

2

3

+ t


1

1

−2

 (t ∈ R)．

(2) x− 1 = y − 2 =
z − 3

−2

演習 0.3 の解答．(1) 法線ベクトルは与えられた直線の方向ベクトル


2

3

4

をとればよい．
したがって，2(x− 1) + 3(y − 2) + 4(z − 3) = 0．
注意．この形で平面の通る点と法線ベクトルが見えるので，これを解答の最終形として良
い．
(2) a(x− a) + b(y − b) + c(z − c) = 0

(3) a(x − a) + b(y − b) + c(z − c) = 0または，a2 + b2 + c2 = r2より ax + by + cz = r2．
球と接平面をイメージすることが重要である．
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