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注意． 極限や級数に関して学んだ事柄はすべて用いてよいが， 何を用いたかを解答に明記すること ．

例．・a > 1 ならば，任意の k ∈ Rに対し lim
n→∞

nk

an
= 0

・
∞∑

n=1

1

n
は発散する．

∞∑
n=1

1

n2
は収束する．

・比較判定法，優級数定理，ダランベールの判定法，コーシーの判定法

問題 5.1. 次の無限級数の収束，発散を判定せよ．

(1)

∞∑
n=1

1

3n2 + 1
(2)

∞∑
n=1

1

3n2 − 1
(3)

∞∑
n=1

( n

2n+ 1

)n

(4)

∞∑
n=1

e−n+ 23
n

問題 5.2. 次の無限級数の収束，発散を判定せよ．

(1)
1

1 · 3
+

1

2 · 4
+

1

3 · 5
+ · · · (2)

∞∑
n=2

1

(log n)n
(3)

∞∑
n=1

(0.99)nn99

(4)

∞∑
n=1

1

1 + log n
((4)のヒント：log nを何かと比較して，比較判定法を用いる)

問題 5.3. a > 1のとき，無限級数
∞∑

n=1

n2

an
が収束することを 2通りの議論により示す．

(1) a = 1 + hとおき，an = (1 + h)n に対して二項定理を用いて，n4

an
→ 0 (n → ∞)を示せ．

(2) n ≧ N ならば n2

an
<

1

n2
となる自然数 N が存在することを示せ．

（このことと
∞∑

n=1

1

n2
が収束することから，結論を得る．）

(3) 1 < b < aとすると，n ≧ N ならば n2 <
(a
b

)n，よって n2

an
<

(1
b

)n が成り立つような自然数 N が

存在することを示せ．(ヒント：a

b
= 1 + hとおいて， n2

(a/b)n
=

n2

(1 + h)n
と書くと，(1)と同様．)

(4) (3)を用いて，無限級数
∞∑

n=1

n2

an
の収束を示せ．

問題 5.4. 次の問に答えよ．

(1) 無限級数
∞∑

n=1

(−1)n−1

n2
= 1− 1

22
+

1

32
− 1

42
+ · · · が絶対収束することを示せ．また，

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=

1

2

∞∑
n=1

1

n2
を示せ．

(2) 無限級数
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · は絶対収束しないことを示せ．

問題は裏にもう 1題ある．



問題 5.5. 無限級数
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
= 1− 1

3
+
1

5
− 1

7
+· · · を考える．部分和を snとする：sn =

n∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
．

(1) {s2n−1}∞n=1 が単調減少であることを示せ．
(2) {s2n}∞n=1 が単調増加であることを示せ．
(3) s1, s2, s3, s4 を大きさの順に並べよ．
(4) s2n − s2n−1 < 0を確認し，s1, s2, ..., s2n を大きさの順に並べよ．
(5) {s2n−1}∞n=1，{s2n}∞n=1 の収束を示せ．

(6) 無限級数
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · の収束を示せ．


