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1 序論
1.1 背景
ハニカムとは，3次元空間を正多胞体（正多面体）で埋め尽くした構造のことであり，双曲空
間においても考えることができる．今回，John C.Baezが書いた論文『The Hexagonal Tiling

Honeycomb』[Bae24b] を読んで，以降で定義する双曲空間におけるハニカム {6, 3, 3}と以下
で定義されるアイゼンシュタイン整数環と呼ばれる特別な整数環

アイゼンシュタイン整数環： E = {a+ bω | a, b ∈ Z} (ω = e
2πi
3 )

との関連性を学んだ．当初，ハニカム {6, 3, 3}とアイゼンシュタイン整数Eの関係性を一般
化して，別のハニカム構造とガウス整数環 Z[i] との関係を検討予定であったが，一般化を研
究する時間がなかったのが残念である．
本論文ではC.BaezとG.Eganの共同研究 [Bae24a] に基づいて，ハニカム {6, 3, 3}とアイ

ゼンシュタイン整数環の関係について考察した．具体的には，R4にミンコフスキー計量を
入れたミンコフスキー時空間M4を考え，M4の部分空間である 3次元双曲空間Wを定義し
て，Wの中の 6角形ハニカム {6, 3, 3}（Schläfli記号）について考察する．ただし，

W := {A ∈ Her(2,C) | detA = 1,Tr(A) > 0} (3次元双曲空間)

である．
3次元双曲空間を視覚的に捉えることは困難だが，ハニカム {6, 3, 3}は，各面が 6角形で

あり，各正多胞体では頂点に 3つの面が集まり，各辺のまわりに 3つの正多胞体が集まるよ
うな構造を持っている．具体的には，下図 Figure1のような構造となる．
一般にミンコフスキー時空間M4とエルミート行列の間には計量を保つ同型対応がある

ことが知られている．そして，6角形ハニカム {6, 3, 3} の頂点や面，辺などは，行列式が 1

でありトレースが正であるエルミート行列を用いて表すことができる．本論文では，このエ
ルミート行列を用いた表示を主に用いる．

6角形ハニカム {6, 3, 3}の各面（6角形）の中心全体を C ⊂ W と書くと，次の定理が C.

Baez と G. Egan によって示された．

定理 1.1 (Baez-Egan [Bae24b; Bae24a]). 6角形ハニカム {6, 3, 3}の各面（6角形）の中心全
体を Cとすると，それはアイゼンシュタイン整数を成分とする W に属するエルミート行列
の点全体と一致する．

C = Her(2,E) ∩W
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Figure 1: 6角形ハニカム {6, 3, 3}全体
https://en.wikipedia.org/wiki/Hexagonal_tiling_honeycomb#/media/File:

H3_633_FC_boundary.png

以下，C.BaezとG.Eganの研究に基づき，計算の詳細を埋めながら上の定理を証明する
ことを目標ととする．

1.2 主結果
本論文では，以下について調べ整理をした．

1. ミンコフスキー時空間と 2次元エルミート行列全体の間の計量を保つ同型

2. 双曲空間内のハニカム {6, 3, 3}の基本的な構造とアイゼンシュタイン整数の性質

3. ハニカムの対称性を表すCoxeter群 [6, 3, 3]の生成元とハニカム全体への作用

4. ハニカムの面の中心全体とアイゼンシュタイン整数を成分とするエルミート行列（行
列式が 1でトレースが正）が 1対 1対応していることは定理 5.8で、一方向の包含関係
だけを示すことができた.
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1.3 本論文の構成
まず，§ 2では、今回検討するハニカム {6, 3, 3}を含む空間，ミンコフスキー時空間とエル
ミート行列との計量を込めた対応について説明をする．
次に，§ 3でアイゼンシュタイン整数の性質を述べたあと、§ 4ではハニカム {6, 3, 3}の

定義と基本的な性質について図を含めて説明をする．
最後の§ 5では，基本となる 1つの 6角形に対してアイゼンシュタイン整数を成分とす

る行列GL(2,E)を作用させることでハニカムを構成する 6角形全体を座標を含めて具体的に
表すことができることを説明する．

2 ミンコフスキー時空間内の点の表示
2.1 ミンコフスキー時空間
定義 2.1 (ミンコフスキー計量). 4次元実ベクトル

x = t(t1, x1, y1, z1), y = t(t2, x2, y2, z2) ∈ R4

に対して，ミンコフスキー計量 〈x,y〉Lを以下で定義する．

〈x,y〉L := t1t2 − x1x2 − y1y2 − z1z2 (2.1)

このミンコフスキー計量は 4 次の正方行列 J1,3 = diag(1,−1,−1,−1)を用いて，

〈x,x〉L = txJ1,3x = t1t2 − x1x2 − y1y2 − z1z2 (2.2)

と表すこともできる．また x = t(t, x, y, z) に対して，2次形式で表すと次のようにも書ける．

〈x,x〉L = t2 − x2 − y2 − z2 (2.3)

定義 2.2 (ミンコフスキー時空間). 4次元実ベクトル空間R4に対して，ミンコフスキー計量
を導入した空間をミンコフスキー時空間といい，M4と表す．また，

W := {x ∈ M4 | 〈x,x〉L = 1, t > 0}

を双曲空間と呼ぶ
定理 2.3 (双曲空間内の距離). 2点 x,y ∈ W の間の双曲距離 d(x,y)に対して以下が成り
立つ．

d(x,y) = cosh−1(〈x,y〉L) (2.4)

証明. 証明は省略する．[平井武 01, (15.24)式 (p.249)] を参照．
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2.2 エルミート行列
定義 2.4 (2次複素エルミート行列). A∗ = Atとおいて，

Her(2,C) := {A ∈ Mat2(C) | A = A∗}

=

{(
a x+ iy

x− iy d

) ∣∣∣ a, d, x, y ∈ R
}

と書く．Her(2,C)に属する行列をエルミート行列という.

2.3 ミンコフスキー時空間と2次複素エルミート行列全体の同型
定理 2.5. ミンコフスキー時空間M4と 2次エルミート行列全体Her(2,C)は計量をこめて同
型である．同型写像は，

Φ: M4 ∼= Her(2,C)

∈ ∈
x = t

(
t, x, y, z

)
7−→ Φ(x) =

(
t+ z x+ iy

x− iy t− z

)

で与えられて，
〈x,x〉L = detΦ(x)

が成り立つ．

証明. Φを定理のように決めると

Φ(x) =

(
α β

β δ

)
∈ Her(2,C)

に対して，逆写像Φ−1

Φ−1(Φ(x)) := t

(
α + δ

2
,
β + β

2
,
β − β

2i
,
α− δ

2

)
が定まる．ΦはM4とHer(2,C)の間の全単射写像となる．また，

detA = (t+ z)(t− z)− (x+ iy)(x− iy) = t2 − x2 − y2 − z2 = 〈x,x〉L

より，写像Φは計量を保存する．
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補題 2.6. M4の計量を保つ自己同型群として次が挙げられる．

O(1, 3) := {g ∈ GL(2,C) | gJ1,2tg = J1,2} （計量を保存する）
SO(1, 3) := {g ∈ O(1, 3) | det g = 1} ⊂ O(1, 3) （計量と向きを保存する）
SO0(1, 3) := {g ∈ SO(1, 3) | t ≥ 1} ⊂ SO(1, 3) （連結かつ計量と向きを保存）

と表される．

証明. これについては，例えば [平井武 01, §§15-17] を参照して欲しい．

補題 2.7. g ∈ SL(2,C)は以下のようにHer(2,C)に作用する．

Ψ(g) : A 7−→ gAg∗ (A ∈ Her(2,C))

このとき，Ψ(g)は計量を保つ．

証明. 以降のことを考えて g ∈ GL(2,C) かつ |det g| = 1であるとしておく．このとき、
g ∈ SL(2,C)でも |det g|2 = 1を満たす.

任意のA ∈ Her(2,C)について

detΨ(g)A = det(gAg∗) = det g detA det g∗ = |det g|2 detA = detA (2.5)

よって、Ψ(g)はHer(2,C)の計量を保存する.

補題 2.8. SL(2,C)の作用はWを保存する．

証明. 任意のA ∈ Her(2,C)に対して、まずΨ(g)が行列式を保存し、次にトレースの符号を
保存することを示す。
計量の保存 補題 2.7よりHer(2,C)全体で行列式が保存されて、W ⊂ Her(2,C)であるか
らWにおいても行列式は保存される.

トレースの符号の保存 トレースの符号の保存を以下の順序で示す．
①Ψ(g)(12) = gg∗ ∈ W
②Wは連結であって，任意のA ∈ Wは 12と連続な道で結ぶことができる．
③A ∈ W =⇒ TrΨ(g)A > 0

①Ψ(g)12 = gg∗ ∈ W を示す．つまり，Ψ(g)12が計量とトレースの符号を保存すること
を示す．
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まず行列式（計量）については

detΨ(g)12 = det gg∗ = 1 (2.6)

が成り立つ．つぎに，トレースについて考えると

Tr(Ψ(g)12) = Tr(gg∗) = Tr(g∗g) = (g∗ge1, e1) + (g∗ge2, e2) (2.7)

= (ge1, ge1) + (ge2, ge2) = ‖ge1‖2 + ‖ge2‖2 > 0

ただし、e1 = t(1, 0), e1 = t(0, 1)は基本ベクトルである. よって，式 (2.6),(2.8)よりdet(Ψ(g)12) =

1かつTr(ψ(g)12) > 0なので，
Ψ(g)12 ∈ W (2.8)

②Wが連結であることを示すために，Wが連結な群SL(2,C)の作用であることを示そう．
任意のA ∈ Wに対して特殊ユニタリ行列 u ∈ SU(2)で対角化すると，

A −→ uAu∗ = uAu−1 =

(
α 0

0 α−1

)
(α ∈ R>0)

ここで，detA = 1かつTr(A) > 0であり、エルミート行列をユニタリ行列で対角化した場合，
行列式とトレースは保たれるので det uAu∗ = 1かつTr(uAu∗) > 0となることに注意する．

uAu∗に対して h =

(√
α
−1

0

0
√
α

)
∈ SL(2,C)を用いて作用 ψを施すと

Φ(uAu∗) = h(uAu∗)h∗ =

(√
α
−1

0

0
√
α

)(
α 0

0 α−1

)(√
α
−1

0

0
√
α

)
= 12

よってこの逆を行うと，
u−1(h−112(h

∗)−1)u = A (2.9)

従って，SL(2,C) · 12 = Wである.

このことからWは連結であることがわかる．
③A ∈ W =⇒ TrΨ(g)A > 0を示す．W は連結であるから 12, A ∈ W の間に連続関数

X(t)(t ∈ R>0)が構成できて、X(0) = 12, X(1) = Aを満たす.

このとき，Tr gAg∗ 6= 0（以降の補題 (2.9)で示す）であって，もし Tr(gAg∗) > 0 の場合，
示すことはない．そこで，Tr gAg∗ < 0 の場合を考える．上の 12とAを結ぶ道 X(t) を考え
ると，TrX(0) = 2 > 0 > TrX(1) = Tr gAg∗ となるが，X(t) は連続なので，これは中間値
の定理に矛盾する．したがってこの場合は起こりえず，任意のAに対してTr(gAg∗) > 0．
以上より、任意のA ∈ Wに対して、detΨ(A) = detA = 1かつTr(Ψ(A)) > 0よりΨは

Wを保存する.
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補題 2.9.

A ∈ Her(2,C), detA = 1 =⇒ TrA 6= 0 (2.10)

証明. エルミート行列 Aの固有値 α, βは detA = 1より、αβ = 1なので α, βはどちらも 0

でない． また，αβ = 1 > 0より α, βは同符号で，TrA = α + βは正または負であり，0に
なることはない．

補題 2.8と同様にして，Ψ(g) (g ∈ SL(2,C))はHer(2,C)において行列式（計量）とト
レース（向き）を保つ．この作用は

∀A,B ∈ Her(2,C), Ψ(g)(A+B) = gAg∗ + gBg∗ = Ψ(g)A+Ψ(g)B

∀λ ∈ C, Ψ(g)λA = gλAg∗ = λgAg∗ = λΨ(g)A

より線型なので，Her(2,C) ' M4 を通して，ミンコフスキー時空間の自己同型O(1, 3)を引
き起こす．これを f(g) : M4 → M4 と書く．

定理 2.10. 上のように決まった写像 f : SL(2,C) −→ SO0(1, 3) は準同型である.この準同型
によって SL(2,C)は SO0(1, 3)の 2重被覆になり，

Ker(f) = {±12} (2.11)

が成り立つ．

証明. まず、準同型写像であることは明らかだから f の核を求めよう.

任意の g ∈ SL(2,C)は、Her(2,C) ' M4への作用が計量を保つからO(1, 3)に入りトレー
スを保つので，向きを保存するからSO(1, 3)に入る．また単位元の連結成分に入っているの
で SO0(1, 3)に属する．以上より SL(2,C)からSO0(1, 3)への全射準同型写像 f が得られた．
次に f の核を求める.

Ker(f) = {g ∈ SL(2,C) | ∀A ∈ Her(2,C), gAg∗ = A}

より，g =
(
a b

c d

)
(a, b, c, d ∈ C) とすると，A =

(
1 0

0 0

)
∈ Her(2,C)に対して，

gAg∗ =

(
|a|2 ac

ac |c|2

)
=

(
1 0

0 0

)
⇐⇒

|a| = 1 ⇐⇒ a = ±1

|c| = 0 ⇐⇒ c = 0
(2.12)
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B =

(
0 0

1 0

)
∈ Her(2,C)に対して，

gBg∗ =

(
b 0

d 0

)
=

(
0 0

±1 0

)
⇐⇒

b = 0

d = ±1
(2.13)

よって、
(a, d, c, d) = (±1, 0,±1, 0), (±1, 0,∓1, 0)

であるが、detA = ad − bc = ad = 1なので、a, dの正負は一致するので、(a, d, c, d) =

(±1, 0,±1, 0)(複合同順)

従って，任意の Sに対して gAg∗ = Aを満たせば、核に属する元 gは

g =

(
±1 0

0 ±1

)
= ±12

となる.

3 アイゼンシュタイン整数
3.1 アイゼンシュタイン整数の定義
定義 3.1. (アイゼンシュタイン整数環 E) ω = e

2πi
3 =

−1 +
√
3i

2
（1の原始 3乗根）として，

E := {a+ bω | a, b ∈ Z} = Z+ Zω (3.1)

とおくと，Eは和・差と積で閉じており，環をなす．これをアイゼンシュタイン整数環と呼ぶ．

定義 3.2. (単元群R×) 環Rに対して，逆元が存在する元の集合を単元群R×といい，単元
群の元を単元という．つまり，

R× := {a ∈ R | ∃a−1 ∈ R, aa−1 = 1} (3.2)

補題 3.3. Eの単元群 E×に対して，

x ∈ E× ⇐⇒ |x|2 = 1 (3.3)

が成り立つ．
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証明. (=⇒)の証明
x ∈ E ⇐⇒ xx−1 = 1 =⇒ |x|2|x−1|2 = 1

いま，|x|2, |x−1|2 ∈ Z≥0より，
|x|2 = 1

(⇐=)の証明
|x|2 = 1 ⇐⇒ x x = 1 =⇒ x, x ∈ E×

定理 3.4. Eの単元群は
E× = {±1,±ω,±(1 + ω)} (3.4)

である．

証明. x = a+ b ω ∈ E× (a, b ∈ Z)とする．

x ∈ E× ⇐⇒ |x|2 = 1 ⇐⇒ a2 − ab+ b2 = 1 ⇐⇒ 1

2
a2 +

1

2
(a− b)2 +

1

2
b2 = 1

ここで，a2, (a− b)2, b2 ∈ Z≥0より，a2, (a− b)2, b2のいずれか 1つは 0なので
a2 = 0 =⇒ (a, b) = (0,±1)

(a− b)2 = 0 =⇒ (a, b) = (±1,±1)

b2 = 0 =⇒ (a, b) = (±1, 0)

(3.5)

よって，E× = {±1,±ω,±(1 + ω)} がわかる．

定義 3.5. （アイゼンシュタイン整数を成分とするエルミート行列）A ∈ Her(2,C)かつ成分
がすべて Eの元である行列全体をHer(2,E)と表す．つまり，

Her(2,E) =
{
A =

(
a b+ c ω

b+ c ω d

) ∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z
}

である．

4 6角形ハニカムの定義と性質
双曲空間を

W := {A ∈ Her(2,C) | detA = 1,Tr(A) > 0} ⊂ M4

と定める．Wの内部で，6角形ハニカム {6, 3, 3}を考えて，その構造について調べる．
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4.1 6角形ハニカムの定義
定義 4.1 (ハニカム [Cox56; Cox73]). 双曲空間を正多胞体で充填する構造をハニカムという．
ただし，正多胞体とは，各面が正多角形であるような多面体である．（面の数は無限個存在
してもよい．）ハニカムはシュレフリ記号を用いて分類され，シュレフリ記号 {p, q, r}と書
くとき，p, q, rは以下を表す．

• p:各面は p角形である

• q：各面の頂点に集まる面の数

• r：1つの辺のまわりに集まる面の数

定理 4.2. ハニカム {p, q, r}の正多胞体の面の 1辺の長さを 2ϕ，正多胞体の外接円の半径を
χ，内接円の半径を ψとする．また，hq,rは以下の式によって定める．

cos2
π

hq,r
= cos2

π

q
+ cos2

π

r
(4.1)

このとき，次の関係式が成り立つ．

coshϕ = cos
π

p
cos

π

r

/
sin

π

hq,r
(4.2)

coshχ = cos
π

p
cos

π

r

/
sin

π

hp,q
(4.3)

coshψ = cos
π

p
cos

π

q
cos

π

r

/
sin

π

hp,q
sin

π

hq,r
(4.4)

定義 4.3 (6角形ハニカム {6, 3, 3}). W内の 6角形ハニカム {6, 3, 3}は以下を満たす．

• 各面は 6角形である

• 各面の頂点に 3個の面が集まる

• 1つの辺のまわりに 3つの面が集まる

それを図示すると図 2 および 図 3 のようになる．ハニカム {6, 3, 3}の正多胞体は無限個の
面を持っている．下図Figure2,4はWikipediaからの引用で，下図Figure3はG.Eganのホー
ムページから引用した．

12



Figure 2: 6角形ハニカム {6, 3, 3}の全体
https://en.wikipedia.org/wiki/Hexagonal_tiling_honeycomb
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Figure 3: 基本 6角形と隣接する 6角形
https://mathstodon.xyz/@gregeganSF/112337198859626121
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Figure 4: 6角形ハニカム {6, 3, 3}一つの正多胞体
https://en.wikipedia.org/wiki/Hexagonal_tiling_honeycomb#/media/File:

633_honeycomb_one_cell_horosphere.png

15

https://en.wikipedia.org/wiki/Hexagonal_tiling_honeycomb#/media/File:633_honeycomb_one_cell_horosphere.png
https://en.wikipedia.org/wiki/Hexagonal_tiling_honeycomb#/media/File:633_honeycomb_one_cell_horosphere.png


定理 4.2より以下が定まる．

（同一面内の頂点と面の中心の距離）= cosh−1 (

√
3

2
) (4.5)

（同一面の隣り合う頂点同士の距離）= cosh−1 (
5

4
) (4.6)

（隣接する 6角形の中心間の距離） = cosh−1 (
3

2
) (4.7)

式 (4.6)については，定理 4.2から求まる．式 (4.5), (4.7) については，導出の過程をたどる
ことが難しかったため，下記から引用している．
引用：https://mathstodon.xyz/@gregeganSF/112319204044563705

4.2 六角形ハニカムの諸量
これをもとに，ハニカム {6, 3, 3} の諸量を明らかにしていこう．
まず，単位行列 12 ∈ Wを中心とする基本 6角形を考える．このとき，基本 6角形の 6つ

の頂点全体 V0 = {v1, v2, v3, v4, v5, v6}は具体的に求まる．
引用：https://mathstodon.xyz/@gregeganSF/112319204044563705

補題 4.4. 基本 6角形の頂点の座標は，

V0 =
1√
6

{(
3 ±(1 + 2ω)

±(1 + 2ω) 3

)
,

(
3 ±(1− ω)

±(1− ω) 3

)
,

(
3 ±(2 + ω)

±(2 + ω) 3

)}
(4.8)

である．

証明. 具体的な導出過程をたどることは難しかったため，下記から引用している．引用：
[Bae24b]．

また，各頂点を次のように順序をつけておく．

v1 =
1√
6

(
3 1 + 2ω

1 + 2ω 3

)
, v2 =

1√
6

(
3 −1 + ω

−1 + ω 3

)
, v3 =

1√
6

(
3 −2− ω

−2− ω 3

)

v4 =
1√
6

(
3 −1− 2ω

−1− 2ω 3

)
, v5 =

1√
6

(
3 1− ω

1− ω 3

)
, v6 =

1√
6

(
3 2 + ω

2 + ω 3

)

このように定めると，各頂点の位置関係は図の通りになる．
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Figure 5: 基本 6角形

次に，基本 6角形H に隣接する 6角形について考える．一度，記号を整理しておく．

定義 4.5 (ハニカムの六角形). 基本 6角形に関する記号を次のように定める．

1. H0：基本 6角形

2. V0：基本 6角形の頂点全体

3. vk：基本 6角形の頂点（k = 1, . . . , 6）

4. C0：基本 6角形の中心（単位行列をとる）

基本 6角形に隣接する 6角形に関する記号を次のように定める．k = 1, . . . , 6とする．

1. H +
k ：基本 6角形に隣接し頂点 vk, vk+1を共有するするもののうち，Figure2の上部に

ある 6角形

2. H −
k ：基本 6角形に隣接し頂点 vk, vk+1を共有するするもののうち，Figure2の下部に

ある 6角形
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3. C+
k ：H +

k の中心

4. C−
k ：H +

k の中心

5 6角形ハニカムと作用
5.1 GL(2,E) のハニカムへの作用
定理 5.1. GL(2,E)はHer(2,C)に次のように作用している．

A 7−→ gAg∗ (A ∈ Her(2,C), g ∈ GL(2,C)) (5.1)

このとき，|det g| = 1ならば，ミンコフスキー計量を保存して，Wに作用する．

証明. 補題 2.8と同様にして示すことができる．

定理 5.2. 基本 6角形H上の中心C0 = 12を固定する GL(2,E) に属する変換は

σ =

(
α1 0

0 α2

)
,

(
0 β1

β2 0

)
(α1, α2, β1, β2 ∈ E×) (5.2)

である．

証明. σ =

(
α β

γ δ

)
∈ GL(2,E)を中心に作用させて

σ12σ
∗ = 12 ⇐⇒

(
α β

γ δ

)(
α β

γ δ

)
=

(
1 0

0 1

)
⇐⇒


|α|2 + |β|2 = 1

|γ|2 + |δ|2 = 1

αγ + βδ = 0

∀x ∈ E, |x| ≥ 1 または |x| = 0より，

|α|2 + |β|2 = 1 ⇐⇒ α ∈ E×, β = 0 または α = 0, β ∈ E×

(Ⅰ) α ∈ E×, β = 0 のとき．

αγ + βδ = 0 ⇐⇒ αγ = 0 ⇐⇒ γ = 0

このとき，
|γ|2 + |δ|2 = 1 ⇐⇒ |δ|2 = 1 ⇐⇒ δ ∈ E×
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よって，
α ∈ E×, β = 0 =⇒ α, δ ∈ E×, β = γ = 0

である．
(Ⅱ) α = 0, β ∈ E×のとき．同様にして

α = 0, β ∈ E× =⇒ α, δ ∈ E×, β = γ = 0

以上より，中心C0を固定する変換 σは次の形をしていることが分かった．

σ =

(
α1 0

0 α2

)
,

(
0 β1

β2 0

)

実際に，u =

(
3 u

u 3

)
∈ V0に対して，σuσ∗を計算すると，以下がわかる．

σ1uσ
∗
1 =

(
3 α1α2u

α1α2u 3

)
, σ2uσ

∗
2 =

(
3 β1β2u

β1β2u 3

)
σ1での変換

• α1α2 = 1のとき，恒等変換

• α1α2 = ±ωのとき，±60°回転

• α1α2 = ±ω2のとき，±120°回転

• α1α2 = −1のとき，±180°回転
σ2での変換
mk,k+1を vkと vk+1の中点とする．
• β1β2 = 1のとき，m2,3とm5,6のを結ぶ辺に関する鏡映

• β1β2 = ωのとき，v2と v5のを結ぶ辺に関する鏡映

• β1β2 = ω2のとき，m1,2とm4,5のを結ぶ辺に関する鏡映

• β1β2 = −1のとき，恒等変換

• β1β2 = −ωのとき，v3と v6のを結ぶ辺に関する鏡映

• β1β2 = −ω2のとき，m3,4とm6,1のを結ぶ辺に関する鏡映
以上より，変換 σによってH0の任意の頂点はH0の任意の頂点へ移すことができることが
わかる．
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5.2 Coxeter群
定義 5.3 (Coxeter群). 生成系 Sをもつ群W がCoxeter群であるとは，以下を満たすことで
ある．

1. ∀s ∈ S, s2 = 1

2. ∀s, t ∈ S, s 6= t =⇒ ∃ms,t ∈ Z≥2 ∪ {∞}, (st)ms,t = 1 (組み紐関係式)

3. 1,2以外に生成元の間に関係が存在しない．

このとき，組 (W,S)をCoxeter系という．

定理 5.4 ([MSW19]). 行列R0, R1, R2, R3を以下で定義する．

R0 =

(
0 1

1 0

)
, R1 =

(
−1 0

1 1

)
, R2 =

(
−ω 0

0 −ω2

)
, R3 =

(
−1 0

0 −1

)

また，変換 ρk (k = 0, 1, 2, 3)を

ρk : A 7−→ RkAR
∗
k (A ∈ Her(2,C))

と定義すると，6角形ハニカム {6, 3, 3}に関する Coxeter群 [6, 3, 3]は生成元 ρ0, ρ1, ρ2, ρ3を
用いて表現できて，以下の関係式を満たす．

ρ20 = ρ21 = ρ22 = ρ23 = 1 (5.3)

(ρ0ρ1)
3 = (ρ1ρ2)

3 = (ρ2ρ3)
6 = (ρ0ρ2)

2 = (ρ0ρ3)
2 = (ρ1ρ3)

2 = 1 (5.4)

証明. 実際に計算をすることで，式 (5.3),(5.4)の成立がわかる．

5.3 基本6角形に対する作用
補題 5.5. 変換 ρ0, ρ1, ρ2, ρ3は 6角形ハニカム上で以下の作用を意味する．
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ρ 基本 6角形の頂点の変換 6角形の中心の変換 変換の意味

ρ0

(
v1 v2 v3 v4 v5 v6

v4 v3 v2 v1 v6 v5

)
C+

2 ↔ C−
2 , C

±
1 ↔ C∓

3

C+
5 ↔ C−

5 , C
±
4 ↔ C∓

6

v2, v3の中点と
v5, v6の中点を
結ぶ直線に関する

180° 回転

ρ1 v2, v3を固定
C+

2 ↔ C+
2

C+
0 ↔ C−

2

面H +
2 に関する鏡映

ρ2

(
v1 v2 v3 v4 v5 v6

v4 v3 v2 v1 v6 v5

) C±
1 → C±

2 → C±
3

→ C±
4 → C±

5 → C±
6

→ C±
1 (複合同順)

基本 6角形の中心
C0を中心とした

60°回転
ρ3 恒等変換 恒等変換 恒等変換

この表より基本 6角形の中心C0を隣接する任意の 6角形の中心C±
k に移す変換 τ±k は次のよ

うに書けることがわかる．ただし，k = 1, . . . , 6である．

τ+k : C0 7−→ (ρ2)
k−2ρ0ρ1(C0) = C+

k (5.5)

τ−k : C0 7−→ (ρ2)
k−2ρ1(C0) = C−

k (5.6)

証明. 補題 5.5の表は基本 6角形の頂点と中心C0への作用RkvkR
∗
k, RkR

∗
kを計算することで

わかる．
C±

k について，まず中心C0に対して ρ1を作用させ，C−
2 に移し，次にC−

2 に対して ρ0を
作用させC+

2 に移す．最後に，ρ2を連続的に作用させることで，すべてのC+
k が求まる．

同様にして，C−
k も求まる．

5.4 すべての6角形に対する作用
補題 5.6. 補題 5.5の (5.5), (5.6)と同様に生成元 ρ0, ρ1, ρ2, ρ3を用いて基本 6角形の中心 C0

をH +
k ,H −

k に隣接する 6角形の中心に移すことができる．

例 5.7. H +
2 に隣接する 6角形を用いて，変換の具体例を挙げる．

基本 6角形H ,H −
2 ,H +

5 ,H −
2 が持つ辺 eを共有する 6角形 H̃ を図のように平面的に

表す．
いま，C+

2 = ρ0ρ1, C
+
5 = ρ32ρ0ρ1で，H̃ の中心 C̃は，, C+

5 の v2, v3に関する鏡映だから

C̃ = ρ1(ρ
3
2ρ0ρ1)(12)
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以上のような作用を行うことで，ρkを用いて基本 6角形の中心C0をH ±
k に隣接する 6角形

の中心に移すことができる．

定理 5.8 (Baez-Egan). [Bae24b] ハニカム {6, 3, 3}の各面の中心全体を C とすると，Cは
Her(2,E)の中で行列式が 1かつトレースが正である行列と全単射対応する．つまり，

C = Her(2,E) ∩W (5.7)

が成り立つ．

証明. C ⊂ Her(2,E) ∩Wであることを数学的帰納法で示す．
(Ⅰ) 補題 5.5より ρ0, ρ1, ρ2, ρ3を用いた変換 τ±k によって，基本 6角形の中心C0を，基本

6角形に隣接する任意 6角形の中心C±
k に移すことができる．

(Ⅱ) 次に ρ0, ρ1, ρ2, ρ3を用いた変換 ϕpによって，基本 6角形の中心C0を，ハニカム内の
任意の 6角形Hの中心Cpに移すことができると仮定する．
ここで，p ∈ Z≥0はC0から作用を繰り返してCpへ移した際に経由した 6角形の数の最小

値とする．そこで Cp に隣接する六角形 Cp+1 を考えて，C0 を Cp+1 に移せることを示そう．
まず，C0 を Cp に移す変換を

ϕp : C0 7−→ ϕp(C0) = Cp (5.8)

とする．このとき，中心が Cp の六角形Hpと 中心が Cp+1 の六角形Hp+1が共有する辺を
ep として e0 := ϕ−1(ep) とおくと，e0 は基本六角形 H0 の辺になる．また Cp+1 を中心に持
つ六角形Hp+1 として，これを ϕ−1で引き戻した六角形 H ′ を考えると、H ′は基本六角形
と辺 e0 を共有している．このとき，補題 5.5 より，ρkで生成されるある τ ∈ GL(2,E) で
τ(H0) = H ′ となるものがある．
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ここで、C0をCp+1に移す変換 υは、

υ : C0 7−→ υ(C0) = Cp+1

とすると，
ϕ−1(Hp+1) = H

′

τ−1(H
′
) = H0

より
ϕ−1(τ−1(Hp+1)) = H0

すなわち、Cp+1をC0に移す変換 υ−1は次のように表すことができる．

υ−1(Cp+1) = ϕ−1(τ−1(Cp+1)) = C0

従って、
υ(C0) = τ(ϕ(C0)) (5.9)

補題 5.5より τ は ρ0, ρ1, ρ2, ρ3 ∈ GL(2,E)で構成されていて、帰納法の仮定より ϕも
GL(2,E)で構成される．υは τ と ϕの合成写像であるから υもGL(2,E)で構成されて，中心
C0への作用 υ ∈ GL(2,E)によってCp+1を得ることができる．
以上より，GL(2,E)の作用がW を保ち，ハニカムの全ての中心がGL(2,E)の作用で得

られている．このことから，ハニカムの各面の中心全体C ⊂ Her(2,E) ∩Wが分かる．
逆の包含関係C ⊃ Her(2,E)∩Wについては時間がなく、十分な研究ができなかった。そ

のため、逆の包含関係については [Bae24b]を参照してほしい．

5.5 補足：基本6角形に隣接する6角形の中心
変換 ρ0, ρ1, ρ2, ρ3を用いた作用によって基本 6角形に隣接する 6角形の中心C±

k が求まるが，
定理 5.8を認めると別の方法でC+

k , C
−
k は具体的に求めることができることを補足的に記す．

定理 5.9. 基本 6角形に隣接する 6角形の中心C±
k は

C±
k =

{(
2 (−ω)k

(−ω)6−k 1

)
,

(
1 (−ω)k

(−ω)6−k 2

)
| k = 1, . . . , 6

}
(5.10)

である．
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証明. H に隣接する任意の 6角形の中心をCを t+ z, t− z ∈ Z, x+ iy ∈ Eを用いて，

C =

(
t+ z x+ iy

x− iy t− z

)
∈ Her(2,E)

とおく．ただし，Tr(C) = 2t > 0, detC = 1を満たす． ここで，

t+ z, t− z ∈ Z ⇐⇒ t, z ∈ 1

2
Z

また，双曲空間上の 2点間の距離は 2点の計量に関して単調増加で，CはC0自身の次にC0

との計量が小さくなる 〈12, C〉L = 2t > 〈12, 12〉L = 1

すなわち，t ∈ 1
2
Zが 2番目に最小になるのは，t = 3

2
のとき．

このとき z = ±1
2
となる．また (t, z) = (3

2
,±1

2
)より，

detA = 1 =⇒ |x+ iy| = 1 ⇐⇒ x+ iy ∈ E× := {±1,±ω,±(1 + ω)}

これで隣接する六角形の中心がすべて得られた．

この定理は定理 5.8 (Baez-Egan) で示されている，双曲空間W内で各面の中心がアイゼ
ンシュタイン整数を成分とするエルミート行列であることを用いて得られた結果である．一
方で，Her(2,E)内の点に限定して，12と最も近い点を定理 5.9のように求まったとすると，
中心同士や頂点同士の距離を比較したり，鏡映を用いることで，求まった点が隣接する 6角
形の中心であることが，定理 5.8を使わずに証明することができる．おそらく Egan はその
ような計算によって隣接六角形の頂点などを導出したのではないかと思われる．
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