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1 序論
1.1 研究の背景
私は卒業研究のセミナーではスタイン・シャカルチ・の『フーリエ解析入門』 [1] をテキスト
にし、輪講を進めた。テキストの第 2章ではフーリエ級数の基本性質と、f を閉区間 [0, 2π]
上のかR可積分かつ有界な関数として、そのフーリエ級数の定義と収束について学んだ。第
3章でフーリエ級数の平均二乗収束について後期の輪講でも学んだ。後期の輪講で学んだこ
とをしっかり理解するためにも、この定理を題材に選んだ。

1.2 研究の主結果
スタイン・シャカルチの『フーリエ解析入門』[1] の用語を踏襲して、本論文では可積分関数
とは、R上の可積分かつ有界な関数を意味するものとする。f を可積分として f のフーリエ
係数を

f̂(n) = an =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ)e−inθdθ, (n ∈ Z)

と決める。また
f(x) ∼

∞∑
n=−∞

f̂(n)einx

と書いて、右辺の級数をフーリエ級数と呼ぶ。ただし右辺の級数は収束しているかどうかは
わからない。また SN(f)を

SN(f)(x) =
N∑

n=−N

f̂(n)einx

f のフーリエ級数の第N 部分和という。
f(x)が連続かつ可積分関数というだけでは f の第N 部分和 SN(f)が元の関数 f に各点

収束することは期待できない。しかし f が連続で、次の二つの強い条件
・f のフーリエ係数の和が絶対収束する
・f がC2級
のうちいずれかを満たせば、f のフーリエ級数 SN(f)は f に閉区間 [0, 2π]上絶対かつ一様に
収束する。では f が可積分関数という仮定だけなら、どうなるか。その時は平均二乗収束す
ることを示すことができる。ときどき閉区間 [−π, π]で考えることもある。
定理 1.1 (平均二乗収束定理). f を円周上の可積分関数とする。このとき

∥f − SN(f)∥2 =
1

2π

∫ 2π

0

|f(x)− SN(f)(x)|2 dx → 0 (N → ∞)

これは L2空間内の距離に関して、SN(f)が f に収束していることを表している。この定理
を教科書に従って証明することが本論文の主目的である。
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1.3 本論文の構成
第二章ではシャカルチ・スタインの『フーリエ解析入門』に記載している、フーリエ級数の平
均二乗収束定理を証明するための基本性質を説明する。第三章では第二章で扱った内容を元
に、平均二乗収束定理を証明する。また卒研発表であった答えれなかった質問を解決する。
また、本論文に携わっていただいた方への謝辞もここに記述する。

1.4 謝辞
卒業研究中間発表会では、私はフーリエ級数の基本性質について発表しました。主にフーリ
エ級数にまつわる定義と定理について発表しました。卒業研究中間発表会が終わってから、
輪講でフーリエ級数の平均二乗収束定理の証明について進めて行きました。西山先生とフー
リエ級数の話以前からの、基本知識や公式などを確認させていただいて、理解することがで
きました。西山先生には心から感謝申し上げます。

2 フーリエ級数の定義
定義 2.1. f 閉区間 [0, 2π]上の可積分関数とする．

• f の n番目のフーリエ係数：f̂(n) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)einxdx (n ∈ Z)

• f のフーリエ級数の第N 部分和 : SN(f)(x) =
N∑

n=−N

f̂(n)einx

• f のフーリエ級数 ：f(x) ∼
∞∑

n=−∞

f̂(n)einx (収束するとは限らない)

以下 f̂(n)を anと書くこともよくある。
次の補題は以下で必要となるので、教科書より引用する。

補題 2.2 ([1], § 2.補題3.2). f を閉区間 [0, 2π]上の可積分関数とし、|f(x)| ≤ B (x ∈ [0, 2π])
とする。このとき次の二条件を満たす単位円周上の連続関数の列 {fk}∞k=1 が存在する：

1. sup
x∈[0,2π]

|fk(x)| ≤ B, k = 1, 2, . . .

2.

∫ 2π

0

|f(x)− fk(x)|dx → 0, k → ∞
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2.1 ディリクレ核と畳み込み
定義 2.3 (第N ディリクレ核).

DN(x) =
N∑

n=−N

einx (x ∈ [0, 2π], N ≥ 0)

定義 2.4 (f と gの畳み込み).

f, g ∈ L1(S1) (f ∗ g)(x) := 1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy

f のフーリエ級数の部分和 SN(f)(x)は次のように表せる。

SN(f)(x) =
N∑

n=−N

f̂(n)einx =
N∑

n=−N

(
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−inydy)einx

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)(
N∑

n=−N

ein(x−y))dy = (f ∗DN)(x)

命題 2.5. f, g, h ∈ L1(S1)

1. f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h)（分配律）f, g, h ∈ L1(S1)

2. (cf) ∗ g = c(f ∗ g) = f ∗ (cg) (c ∈ C)

3. f ∗ g = g ∗ f（可換律）
4. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)（結合律）
5. f ∗ gは連続

6. f̂ ∗ g(n) = f̂(n)ĝ(n) (n ∈ Z)

[証明]. (1), (2)は積分の線形性からわかる。(3) ∼ (6)を証明する。
(3)

(f ∗ g)(x) = 1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(−y)g(x+ y)d(−y)

=
1

2π

∫ π−x

−π−x

f(x− y)g(y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

g(y)f(x− y)dy = (g ∗ f)(x)
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(4)

((f ∗ g) ∗ h)(x) = 1

2π

∫ π

−π

(f ∗ g)h(x− y)dy

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π

f(z)g(y − z)dz)h(x− y)dy

=
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

f(z)g(y − z)h(x− y)dzdy

=
1

(2π)2

∫ π

−π

f(z)(

∫ π

−π

g(y − z)h(x− y)dy)dz

=
1

2π

∫ π

−π

f(z)(
1

2π

∫ π

−π

g(t)h(t− x− z)dt)dz

= (f ∗ (g ∗ h))(x)

(5) gは連続で周期 2πの関数なので gはR全体で一様連続であることに注意する。そこ
で ∀ϵ > 0になおして |g(z)− g(w)| < ϵとなるように δをとっておく。このとき |x1 − x2| < δ
ならば

|(f ∗ g)(x1)− (f ∗ g)(x2)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

−π

f(y)(g(x1 − y)− g(x2 − y))dy

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣f(y)∣∣∣∣∣∣∣∣(g(x1 − y)− g(x2 − y))

∣∣∣∣dy <
ϵ

2π

∫ π

−π

|f(y)|dy

これが ∀ϵ > 0が成立するので、f ∗ gは一様連続である。
(6)

f̂ ∗ g(n) = 1

2π

∫ π

−π

(f ∗ g)(x)e−inxdx

=
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)dy)e−inxdx

=
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

f(y)g(x− y)e−inxdydx

=
1

(2π)2

∫ π

−π

f(y)

∫ π

−π

g(x− y)e−inxdx)dy

=
1

(2π)2

∫ π

−π

f(y)e−iny(

∫ π

−π

g(x− y)e−in(x−y)dx)dy

=
1

2π

∫ π

−π

f(y)e−iny(
1

2π

∫ π

−π

g(x)e−inxdx)dy

= f̂(n)ĝ(n)
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2.2 良い核
定義 2.6. 閉区間 [0, 2π] 上の関数の列 {Kn}∞n=1 は、次の 3 つの性質を持つとき、良い核の
列であるという

1.
1

2π

∫ 2π

0

Kn(x) dx = 1 (n = 1, 2, , , )

2. ∃M s.t

∫ π

−π

|Kn(x)| dx ≤ M (n = 1, 2, , , )

3. ∀δ > 0

∫
δ≤|x|≤π

|Kn(x)|dx → 0 (n → ∞)

ディリクレ核 {KN}∞N=1は良い核の列の例である。
定理 2.7. Kn ：良い核の列, f ∈ L1(S1) のとき、次が成り立つ：

1. f が点 x で連続 =⇒ lim
n→∞

(f ∗Kn)(x) = f(x)

2. f ∈ C0(S1) ⇒ f ∗Kn =⇒ f (n → ∞)

[証明]. 証明：1の仮定より、f の xにおける連続性より

∀ϵ > 0, ∃δ > 0 s.t. |y| < δ ⇒ |f(x− y)− f(x)| < ϵ

が成り立つ。これを使って積分を評価しよう。

|(f ∗Kn)(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

−π

Kn(y)f(x− y) dy − f(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 12π
∫ π

−π

Kn(y)(f(x− y)− f(x)) dy

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ π

−π

|Kn(y)||f(x− y)− f(x)| dy

=
1

2π

∫
|y|<ϵ

|Kn(y)||f(x− y)− f(x)| dy

+
1

2π

∫
ϵ≤|y|≤π

|Kn(y)||f(x− y)− f(x)| dy

定数 B を |f(x)| ≤ B となるようにとると
≤ ϵ

2π

∫
|y|<ϵ

|Kn(y)| dy +
B

π

∫
ϵ≤|y|≤π

|Kn(y)| dy

≤ M

2π
ϵ+

B

π

∫
ϵ≤|y|≤π

|Kn(y)|dy → M

2π
ϵ (n → ∞)

ϵは正の任意なので、limn→∞(f ∗Kn)(x) = f(x)が成り立つことがわかった。

2は難しいので、省略する。
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2.3 フーリエ級数のチェザロとアーベルの総和法
定義 2.8 (チェザロ平均). 数列 {cn}∞n=0に対して Sn =

n∑
k=0

ckとおく。

σN =
1

N

N−1∑
n=0

Sn

をチェザロ平均という。σN がN → ∞で収束するとき、Snはチェザロ総和可能という。

以下 σN(f) =
1

N

N−1∑
n=0

Sn(f)とおく。

定義 2.9 (第 N フェイエール核).

FN(x) :=
1

N

N−1∑
n=0

Dn(x)

補題 2.10. f ∈ L1(S1)に対して、σN(f)(x) = f ∗ FN(x)が成り立つ。
[証明].

σN(f)(x) =
1

N

N−1∑
n=0

Sn(f)(x) =
1

N

N−1∑
n=0

(f ∗Dn(x))

= f ∗ 1

N

N−1∑
n=0

Dn(x) = f ∗ FN(x)

補題 2.11. FN(x) =
1

N

sin2(Nx
2
)

sin2(x
2
)
と表される。

[証明].

NFN(x) =
N−1∑
n=0

Dn(x) =
N−1∑
n=0

(
n∑

k=−n

eikx) =
N−1∑
n=0

(
n∑

k=−n

ωk) =
N−1∑
n=0

(
−1∑

k=−n

ωk +
n∑

k=0

ωk)

1. ω = 1のとき
N−1∑
n=0

(
−1∑

k=−n

ωk +
n∑

k=0

ωk) =
N−1∑
n=0

n∑
k=n

1 = N2

2. ω ̸= 1のとき
N−1∑
n=0

(
−1∑

k=−n

ωk +
n∑

k=0

ωk) =
1

(ω
1
2 − ω− 1

2 )2
× (ω

N
2 − ω−N

2 )2

=
1

ω
1
2−ω− 1

2

2

× ω
N
2 − ω−N

2

2
=

sin2(Nx
2
)

sin2(x
2
)
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定理 2.12. フェイエール核は良い核である
[証明]. 定義 1.10の３つの性質を確かめる。

1.
1

2π

∫ π

−π

FN(x)dx =
1

2π

∫ π

−π

1

N

N−1∑
n=0

Dn(x)dx =
1

N

N−1∑
n=0

1 = 1

2.

∫ π

−π

|FN(x)|dx =

∫ π

−π

| 1
N

N−1∑
n=0

Dn(x)|dx

≤
∫ π

−π

1

N

N−1∑
n=0

|Dn|dx =

∫ π

−π

1

N

N−1∑
n=0

|
n∑

k=−n

eikx|dx

≤ 1

N

∫ π

−π

N−1∑
n=0

(
n∑

k=0

|eikx|)dx =
1

N

∫ π

−π

N−1∑
n=0

(
n∑

k=−n

1)dx

= 2πN2 × 1

N
= 2πN ≤ M (M ≤ 2πN)

3.

∃Cδ s.t sin2(
x

2
) ≥ Cδ(> 0) (δ ≤ |x| ≤ π)

FN(x) =
1

N

sin2(Nx
2
)

sin2(x
2
)

≤ 1

N

sin2(Nx
2
)

Cδ

≤ 1

NCδ∫
δ≤|x|≤π

1

N

sin2(Nx
2
)

sin2(x
2
)

≤
∫
δ≤|x|≤π

1

NCδ

dx ≤ 2π

NCδ

→ 0 (N → ∞)

よって、フェイエール核は良い核である。
定理 2.13 (フェイエールの定理). fを閉区間 [0, 2π]上の可積分関数とする。fのフーリエ級
数は、f が連続である点で、f にチェザロ総和可能である。とくに、f が閉区間 [0, 2π]上で
連続ならば、f のフーリエ級数は f に一様にチェザロ総和可能である。
[証明]. f が xにおいて連続であるとする。{FN}は良い核なので、定理 2.7より

lim
N→∞

(f ∗ Fn)(x) = f(x)

σN(f)(x) = (f ∗ FN)(x)

だったので、f のフーリエ級数は xにおいて f にチェザロ総和可能である。一様性について
は省略する。
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系 2.14. 閉区間 [0, 2π]上の任意の連続関数は、三角多項式によって一様に近似できる。す
なわち、f が閉区間 [0, 2π]上の連続関数で、f(−π) = f(π)ならば、任意の ϵ > 0に対して

|f(x)− P (x)| < ϵ (0 ≤ x ≤ 2π)

を満たす三角多項式 P が存在する
[証明]. フーリエ級数の部分和は三角多項式だから、そのチェザロ平均も三角多項式である。
よって、この系はフェイエールの定理から証明できる

3 フーリエ級数の平均二乗収束定理
3.1 最良近似
系 3.1 (系 {en}n∈Z の正規直交性). 各整数 n に対して、n ∈ Z、en(θ) = einθ とおくと、
en ∈ L2(S1) であって、系 {en}n∈Zは L2(S1)の正規直交基底である

1. n = m のとき:

(en, en) =
1

2π

∫ 2π

0

en(θ)en(θ) dθ =
1

2π

∫ 2π

0

einθeinθ dθ =
1

2π

∫ 2π

0

|einθ|2 dθ = 1

2. n ̸= m のとき:

(en, em) =
1

2π

∫ 2π

0

en(θ)em(θ) dθ =
1

2π

∫ 2π

0

einθeimθ dθ =
1

2π

∫ 2π

0

ei(n−m)θ dθ = 0

フーリエ係数は f と正規直交系 {en}n∈Zの元との内積で表される。

(f, en) =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ)einθdθ =
1

2π

∫ 2π

0

f(θ)e−inθdθ = f̂(n) = an

また SN(f)は

SN(f)(θ) =
N∑

n=−N

f̂(n)einθ =
N∑

n=−N

anen (N ∈ N)

と書ける。このとき系 {en}n∈Nの正規直交性と an = (f, en)であることより、∀bn ∈ Cに対
して

(f −
N∑

n=−N

anen) ⊥
N∑

n=−N

bnen

となる。
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補題 3.2. f を可積分関数、SN(f)を f のフーリエ級数の第N 部分和とする。このとき f −
SN(f)と SN(f)は L2空間 L2[0, 2π]において直行する。
[証明]. 内積がゼロであることを、計算によって示せばよい。

(f − SN(f), SN(f)) = (f −
N∑

n=−N

anen,
N∑

n=−N

anen)

= (f,
N∑

n=−N

anen)− (
N∑

n=−N

anen,
N∑

n=−N

anen)

= (f,
N∑

n=−N

(f, en)en)−
N∑

n=−N

N∑
k=−N

(anen, akek)

=
N∑

n=−N

an(f, en)−
N∑

n=−N

|an|2 =
N∑

n=−N

(anan − |an|2)

= |an|2 − |an|2 = 0

より (f − SN(f)) ⊥ SN(f) となる。
補題 3.3 (最良近似). fを閉区間 [0, 2π]上の可積分関数とする。このとき、∀cn ∈ C (−N ≤
n ≤ N)に対して次の不等式が成り立つ。

∥f − SN(f)∥ ≤

∥∥∥∥∥f −
N∑

n=−N

cnen

∥∥∥∥∥
等号が成り立つのは、cn = an (∀n, |n| ≤ N)のときに限る。
[証明]. an − cn = bnとする

f −
N∑

n=−N

cnen = f −
N∑

n=−N

anen +
N∑

n=−N

anen −
N∑

n=−N

cnen

= f −
N∑

n=−N

anen +
N∑

n=−N

(an − cn)en = f −
N∑

n=−N

anen +
N∑

n=−N

bnen

系 {en}n∈Nの正規直交性と an = (f, en)であることより、(f −
N∑

n=−N

anen) ⊥ bnen が成り立つ
ので、ピタゴラスの定理より∥∥∥∥∥f −

N∑
n=−N

cnen

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥f −
N∑

n=−N

anen

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥
N∑

n=−N

bnen

∥∥∥∥∥
2

≥

∥∥∥∥∥f −
N∑

n=−N

anen

∥∥∥∥∥
2

定理 3.4 (平均二乗収束定理). f を円周上の可積分関数とする。このとき

∥f − SN(f)∥2 =
1

2π

∫ 2π

0

|f(x)− SN(f)(x)|2 dx → 0 (N → ∞)
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[証明]. f が連続のときに示す。系 2.14より、

∃P (x) =
N∑

n=−N

cnen s.t. |f(θ)− P (θ)| < ϵ, (0 ≤ θ ≤ 2π)

最良近似の補題 3.3から、N を P (x)にあわせて十分下にとれば

∥f − SN(f)∥2 ≤

∥∥∥∥∥f −
N∑

n=−N

cnen

∥∥∥∥∥
2

=
1

2π

∫ 2π

0

|f(θ)− P (θ)|2dθ

<
1

2π

∫ 2π

0

ϵ2dθ = ϵ2

ϵ > 0 は任意なので
∥f − SN(f)∥2 → 0 (N → ∞)

が分かる。次に f が閉区間 [0, 2π]上の任意の可積分関数のときに考える。補題 2.2の連続間
数列 fkをとって、kを十分下にすれば∫ 2π

0

|f(θ)− fk(θ)|dθ < ϵ

となる。この fk を g(θ) とする。また g(θ) は連続関数なので三角多項式 P (θ)が存在して、

∥g − P∥ < ϵ, sup |g(θ)| ≤ sup |f(θ)| ≤ B

を満たす。∫ 2π

0

|f(θ)− g(θ)|2dθ ≤
∫ 2π

0

2B|f(θ)− g(θ)|dθ = 2B

∫ 2π

0

|f(θ)− g(θ)|dθ < 2Bϵ

∴ ∥f − g∥2 = 1

2π

∫ 2π

0

|f(θ)− g(θ)|2dθ <
B

π
ϵ2

一方最良近似補題 3.3より十分大きなN になおして、∥f − SN(f)∥ ≤ ∥f − P∥だから、

∥f − SN(f)∥ ≤ ∥f − P∥ = ∥f − g + g − P∥

≤ ∥f − g∥+ ∥g − P∥ <

√
B

π
ϵ+ ϵ

ϵは任意だから
∥f − SN(f)∥ → 0 (N → ∞)

これで定理は証明された。

系 3.5 (プランシェルの定理). f が可積分のとき ∥f∥2 =
N∑

n=−N

|f̂(n)|2 が成り立つ。
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[証明]. (f − SN(f)) ⊥ SN(f) なので、ピタゴラスの定理より
∥f∥2 = ∥f − SN(f)∥2 + ∥SN(f)∥2.

N → ∞とすると、∥f − SN(f)∥ → 0であって、

∥SN(f)∥2 →
∞∑

n=−∞

|an|2 =
∞∑

n=−∞

|f̂(n)|2

となり証明できた。

4 卒研発表会で受けた質問
4.1 中田先生
Q. 系 {en}n∈Nの正規直交性と an = (f, en)であることより、∀bn ∈ Cに対して

(f −
N∑

n=−N

anen) ⊥
N∑

n=−N

bnen

は成立するのか。
答：成立します。以下にその証明を書きます。

[証明]. A.(f −
N∑

n=−N

anen) ⊥ ekを確かめればよい (−N ≤ k ≤ N)

(f −
N∑

n=−N

anen, ek) = (f, ek)− (a−Ne−N + a−N+1e−N+1 + · · ·+ aN−1eN−1, ek + aNeN , ek)

系 2.7より、 系 {en}n∈Z は正規直交基底なので

(f −
N∑

n=−N

anen, ek) = (f, ek)− (f, ek) = ak − ak = 0

5 将来への展望
本研究では、フーリエ級数をはじめとする数学の基本的な用語の定義などの知識不足を西山
先生の下で学びながら研究を進めた。特に、数学的な厳密さを保ちながら理論を展開するこ
との重要性を認識し、西山先生のご指導のもとで学びを深めることができた。本研究を通じ
て得た知識や考察の多くを本論文にまとめることで、今後の西山研究室における研究活動の
一助となれば幸いである。
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また、一年間にわたり輪講において熱心にご指導くださった西山先生には、心より深く
感謝申し上げる。研究の過程で貴重なアドバイスをくださったメンターの飛鳥さんや、議論
を交わしながら共に学びを深めた研究室の仲間にも、改めて感謝の意を表したい。さらに、
卒業研究発表会において鋭いご質問や貴重なご助言をくださった松田先生、中田先生にも、
心より御礼申し上げる。

6 参考文献
References

[1] E.M.スタイン、R.シャカルチ (新井仁之他訳)『フーリエ解析入門』日本評論社, 2007.

14


