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1 序
1.1 研究の背景
私がこの研究テーマに興味をもったきっかけは、一次分数変換が引き起こす円円対応に
ついて学んだ際に、円は円に必ず移るが、円の中心は必ずしも円の中心に対応しているわ
けではないということがおもしろいと感じたことである。そこで私は、一次分数変換によ
る円と点の配置について調べることにした。研究を進めるにあたって、教科書として野村
隆昭 『複素関数論講義』[1]で学習をした。この論文で紹介する定義や定理は、参考文献
[1], [4], [5]から多く引用している。また、参考文献 [2], [3], [6]も定理を証明することや結
果の理解を深めることに役立った。
研究を進める中で、具体的な計算をしなくとも考え方次第で予想することができること
を学んだ。その方法を身につけて紹介することが、この研究のポイントであると感じて
いる。

1.2 研究の主結果
一次分数変換とは、

ϕ : C\
{
−d

c

}
→ C\

{a

c

}
ϕ(z) :=

az + b

cz + d
(a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0)

の形をした有理関数による写像である。この論文では、複素平面 C に無限遠点 {∞} を追
加したリーマン球面 P1(C) = C ∪ {∞} 上で考える。また、全体を集めたものは群になっ
て、記号で PSL(2,C)と表す。
一次分数変換は、円を円に写すという性質をもち、これを円円対応と呼んでいる。ただ
し、複素平面上の直線も無限遠点を通る円とみなすことにする。一次分数変換の円円対応
の性質を使って、円や点の写り方を考え、円と点の対応について考察した。
任意の円を単位円に写すことが可能であることはよく知られている。そこで、単位円板
を単位円板に写すような一次分数変換

f(z) = eiθ
z − γ

1− γz
(|γ| < 1, θ ∈ R)

に焦点を当てた。その全体は群となり、記号で PSU(1, 1)と表す。
この論文の主結果は、以下の 3つの定理と、2つの結果である。
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定理 1.1 (定理 3.3). 単位円板を保存する一次分数変換 f で、単位円板内の任意の点 α

を、単位円板内の任意の点 β に写すようなものが存在し、

f(z) =
(αβ − 1)z + α− β

(α− β)z + αβ − 1

と書ける。

定理 1.2 (定理 3.4). 円とその円上にない 1点の任意の 2組は、すべて一次分数変換で写
りあう。

定理 1.3 (定理 3.5). 単位円板を保存する一次分数変換 f で、単位円板内の任意の 2 点
α, uを、それぞれ単位円板内の任意の 2点 β, v に写すようなものが存在するための必要
十分条件は、 ∣∣∣ α− u

αu− 1

∣∣∣ = ∣∣∣ β − v

βv − 1

∣∣∣
である。

他にも問題を考えてみたので、その結果を挙げる。
[研究テーマ 3]

三角形の内心と垂心の一次分数変換による像を考えた。三角形を一次分数変換で写す
と、各辺は円弧になり、円弧を辺とするような円弧三角形になる。また角の二等分線や垂
線などの直線も同じように円に写る．
一次分数変換の等角性を保つという性質より、三角形の五心のうち内心と垂心について
は角度から定義が定まっているため一次分数変換による像を考えることができる。内心や
垂心を定めるために必要な角の二等分線や垂線も 3つの円に写され、内心や垂心の像とし
て 1点で交わることが分かった。
[研究テーマ 4]

円と円、2 つの円の配置についての問題を考えた。互いに交わらない 2 つの円につい
て、一方を単位円に写すような一次分数変換で写したとき、もう一方は単位円と同心円に
なるような円に写すことができそうであることが分かった。ただし、その同心円の半径は
決まってしまうと予想される。実際に 2つの円の写り方を計算によって求めるのことは大
変だが、考え方を工夫することで写り方を考えることができた。

1.3 本論文の構成
第 2章では、一次分数変換について学んだことをまとめ、定義から性質まで説明する。
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第 3 章では、実際に考えた問題を紹介する。任意の円は単位円に写すことが可能なた
め、単位円板を保存するような一次分数変換を中心に、円と点の配置について考えた問題
を 2つ紹介する。また、一次分数変換の等角性を保つという性質より考えたことを 2つ紹
介する。
最後に第 4章には、卒研発表会でいただいた質問と今後の課題をまとめた。
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2 一次分数変換
2.1 一次分数変換の定義
定義 2.1. 次の形をした有理関数による写像 ϕ : C\

{
− d

c

}
→ C\

{a
c

}
(c 6= 0のとき)

ϕ(z) :=
az + b

cz + d
(a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0) (2.1)

を一次分数変換という。

複素平面 Cから複素平面 Cへの写像として考えると、2つの問題が生じる。
分母である cz + dが 0であるとき、すなわち z = −d

c
のときに定義することができな

いことと、ϕの像でない点 a

c
が存在するという問題である。そのため、ここではひとまず

−d

c
と a

c
の点を除いた写像 ϕ : C\{−d

c
} → C\{a

c
}として定義している。この問題を解

決するためにリーマン球面を導入したい。
リーマン球面は、複素平面 Cと {∞}を合わせたものである。これを単位球面として実
現する。その方法を立体射影という。

• 立体射影の方法 [参考文献 [6]]

XY Z 座標空間内に中心 (0, 0, 0)、半径 1の単位球面を用意し、その北極にあたる
点を N(0, 0, 1) とする。まず、XY 平面と複素平面 C を同一視する。次に、北極
N と 複素平面 C（= XY 平面）上の点 z = x + iy を直線で結ぶと、北極以外の
もう一つの点 P (X,Y, Z)で単位球面と交わる。この P (X,Y, Z) を z に対応させ、
対応 z ↔ (X,Y, Z)を立体射影による対応という。この対応で北極 N 以外の点は
複素平面 Cと一対一に対応するが、北極 N だけは対応する点がない。そこで、北
極 N を無限遠点と呼んで∞ で表す。このようにして得られた単位球面をリーマ
ン球面という。
リーマン球面は今後、P1(C) = C ∪ {∞}で表す。
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図 1 リーマン球面 (参考文献 [1]より)

一次分数変換 (2.1)は、リーマン球面 P1(C) からそれ自身への写像 ϕ : P1(C) → P1(C)
として、次のように再定義される。

• c 6= 0のとき 
ϕ(z) = az+b

cz+d (z 6= ∞, −d
c )

ϕ(−d
c ) = ∞

ϕ(∞) = a
c

• c = 0のとき ϕ(z) =
a

d
z +

b

d
は Cから Cへの全単射である。∞だけが決まっ

ていないが、

ϕ(∞) = ∞

と定義する。

複素平面 Cとリーマン球面 P1(C)の部分集合の対応を、以下の表 1 にまとめる。
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複素平面 C リーマン球面 P1(C)
単位円 S1 赤道

単位円板 ∆ = {z ∈ C | |z| < 1} 南半球
{z ∈ C | |z| > 1} ∪ {∞} 北半球

0 南極 S = (0, 0,−1)

∞ 北極 N = (0, 0, 1)

表 1 複素平面とリーマン球面の対応

一次分数変換の逆変換は、ϕ−1(w) =
dw − b

−cw + a
である。導出は、w =

az + b

cz + d
とおい

て、z について解けばよい。

w(cz + d) = az + b

cwz − az = b− dw

z =
b− dw

cw − a
=

dw − b

−cw + a

a = d, b = −b, c = −c, d = aと考えれば、逆変換も一次分数変換であることが分かる。
また、逆写像をもつことから一次分数変換は全単射であることも分かる。

2.2 行列との対応
命題 2.2. 2次正方行列 (可逆行列)であって、行列式が 1である行列

A =

(
a b
c d

)
(detA = 1)

に対して、一次分数変換 ϕA(z) =
az + b

cz + d
を対応させると ϕAB = ϕA ◦ ϕB が成り立つ。

つまり、行列の積と一次分数変換の合成が対応する。

証明. 行列 A,B を

A =

(
a b
c d

)
, B =

(
a′ b′

c′ d′

)
∈ SL2(C)

とおく。行列の積は、

AB =

(
a b
c d

)(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
aa′ + bb′ ab′ + bd′

a′c+ c′d b′c+ dd′

)
である。
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行列の積に一次分数変換を対応させると

ϕAB(z) =
(aa′ + bb′)z + (ab′ + bd′)

(a′c+ c′d)z + (b′c+ dd′)

である。
次に、一次分数変換 ϕA(z), ϕB(z)を

ϕA(z) =
az + b

cz + d
, ϕB(z) =

a′z + b′

c′z + d′

とおくと、その合成は

ϕA ◦ ϕB = ϕA(ϕB) =
a(ϕB(z)) + b

c(ϕB(z)) + d
=

aa′z+b′

c′z+d′ + b

ca
′z+b′

c′z+d′ + d

=
a(a′z + b′) + b(c′z + d′)

c(a′z + b′) + d(c′z + d′)
=

(aa′ + bb′)z + (ab′ + bd′)

(a′c+ c′d)z + (b′c+ dd′)
= ϕAB(z)

である。よって一次分数変換は、行列の積と対応することが分かった。

一次分数変換の全体は、

SL(2,C) =
{
A =

(
a b
c d

)
∈ M2(C)

∣∣∣ detA = 1
}

: 特殊線形群

を構成している。また、A ∈ SL(2,C)に対して、{±A}は同じ一次分数変換を表す。そ
こで SL(2,C)の元のうち {±A}を同一視したものを射影特殊線形群といい、

PSL(2,C) =
{
f : P1(C) → P1(C)

∣∣∣ f(z) = az + b

cz + d
, (a, b, c, d ∈ C), (ad− bc 6= 0)

}
で表す。
A ∈ SL(2,C)に対して、{±A}が同じ一次分数変換を表すのかを以下で確認する。
2つの一次分数変換を az + b

cz + d
,
a′z + b′

c′z + d′
∈ PSL(2,C)とおく。

az + b

cz + d
=

a′z + b′

c′z + d′

(az + b)(c′z + d′) = (a′z + b′)(cz + d)

ac′z2 + ad′z + bc′z + bd′ = a′cz2 + a′dz + b′cz + b′d

(ac′ − a′c)z2 + (ad′ + bc′ − a′d− b′c)z + (bd′ − b′d) = 0 (∀z ∈ P1(C))
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上式が恒等的に成り立つためには、
ac′ − a′c = 0

ad′ + bc′ − a′d− b′c = 0

bd′ − b′d = 0

(2.2)

の条件が必要である。(2.2) の 1 番目の式より、ac′ = a′c, a : a′ = c : c′ だから、
a′

a
=

c′

c
= k とおくと、ba′ = kb, a′ = kd で書ける。同様に (2.2) の 3 番目の式より、

bd′ = b′d, b : b′ = d : d′ だから、b′

b
=

d′

d
= l とおくと、b′ = lb, d′ = ld で書ける。よっ

て、(2.2)の 2番目の式に代入すると、

ad′ + bc′ − a′d− b′c = 0

kad+ lbc− ald− bkc = 0

k(ad− bc) + l(bc− ad) = 0

(k − l)(ad− bc) = 0

ad− bc 6= 0より k = l

である。 (
a b
c d

)
= k

(
a′ b′

c′ d′

)
=

(
k 0
0 k

)(
a′ b′

c′ d′

)
(
k 0
0 k

)
∈ SL(2,C)なので det

(
k 0
0 k

)
= k2 = 1 ∴ k = ±1

ゆえに、{±A}を同一視してよい。

2.3 一次分数変換の重要な定理
ここからは、これから用いたい一次分数変換に関する様々な定理を説明する。

2.3.1 一次分数変換の分解
定理 2.3. 一次分数変換 ϕ(z)は次の 3つのタイプの変換の合成である。

1. 平行移動：w = z + α (α ∈ C)
2. 定数倍：w = γz (γ 6= 0, γ ∈ C)
3. 反転：w =

1

z
(原点を中心とする)

定数倍については、 γ = reiθ と書けるので、 回転と相似変換の組み合わせとして考えら
れる。
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証明. ・c = 0のとき
az + b

cz + d
=

a

d
z +

b

d

例えば、f1 = z +
b

d

(
z + α; α =

b

d

)
, f2 =

a

d
z

(
γz; γ =

a

d

)
とおくと

f1 ◦ f2(z) = f1(f2(z)) = f2(z) +
b

d
=

a

d
z +

b

d

・c 6= 0のとき

az + b =
a

c
(cz + d) +

(
b− ad

c

)
より、

az + b

cz + d
=

a

c
+

( b

cz − d
− ad

c(cz + d)

)
=

a

c
− 1

c

ad− bc

cz + d

=
a

c
− ad− bc

c2
1

z + d
c

例えば、f3(z) = z +
d

c
, f4(z) =

1

z
, f5(z) = −ad− bc

c
z, f6(z) = z +

a

c
とおくと

(f6 ◦ f5 ◦ f4 ◦ f3)(z) =
a

c
− ad− bc

c2
1

z + d
c

=
az + b

cz + d

よって、一次分数変換は、平行移動・定数倍・反転の合成である。

2.3.2 円円対応
定理 2.4. 一次分数変換は、P1(C)上の円を P1(C)上の円に写す。

注意：複素平面 C上の直線は、無限遠点∞を通る円とみなす。

証明. 一次分数変換を定理 2.3によって、平行移動・定数倍・反転に分解し、それぞれが
円を円に写すことを証明すればよい。ところが、平行移動と定数倍のときは、円が円に対
応していることは明らかなので反転のときのみ示せばよい。
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まず、円の方程式を求める。中心を z0、半径を r とすると、円の方程式は、

|z − z0| = r

|z − z0|2 = r2

(z − z0)(z − z0) = r2

zz − zz0 − zz0 + z0z0 = r2

zz − zz0 − zz0 − (r2 − |z0|2) = 0

である。ここで、A = −z0, B = −(r2 − |z0|2)とおくと円の方程式は、

zz −Az −Az +B = 0 (A ∈ C, B ∈ R) : 円の方程式

となる。この式を w =
1

z
を用いて反転させる。

1

w

1

w
+A

1

w
+A

1

w
+B = 0

1 +Aw +Aw +Bww = 0 (2.3)

B 6= 0と B = 0で場合分けして考えよう。

・B 6= 0のとき。 式 (2.3)の両辺を B で割って、

ww +
A

B
w +

A

B
w +

1

B
= 0

これは、中心 −A

B
= − z0

r2 − |z0|2
, 半径 r

||z0|2 − r2|
の円の方程式である。半径 R は

R2 =
∣∣∣− A

B

∣∣∣− 1

B
を計算すれば求まる。（計算は省略した。）

・B = 0のとき。
1 +Aw +Aw = 0

これは、直線の方程式なので、∞を通る円とみなす。

次に、直線の場合も同様に考える。平面 R2 上の直線の方程式は ax + by + c =

0 (a, b, c ∈ R)であるから、z = x+ iy より

x =
z + z

2
, y =

z − z

2i
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として C上の直線の方程式を求める。

a(
z + z

2
) + b(

z − z

2i
) + c = 0

az + az

2
+

bz − bz

2i
+ c = 0

az + az − i(bz − bz) + 2c = 0

(a− ib)z + (a+ ib)z + 2c = 0

ここで、A = a+ ib, B = 2cとおくと、

Az +Az +B = 0 (A ∈ C, B ∈ R) : C上の直線の方程式

となる。この式を w =
1

z
を用いて反転させる。

A
1

w
+A

1

w
+B = 0

Aw +Aw +Bww = 0 (2.4)

B 6= 0と B = 0で場合分けして考えよう。

・B 6= 0のとき。 式 (2.4)の両辺を B で割って、

A

B
w +

A

B
w + ww = 0

これは、円の方程式である。

・B = 0のとき。
Aw +Aw = 0

これは直線の方程式である。

以上から、反転の変換によって円は円に対応していることが分かる。

2.3.3 一次分数変換と 3点の像
定理 2.5 (参考文献 [4]定理 6.5). 一次分数変換は 3点の行き先が決まれば、ただ一つに
定まる。

証明. 背理法で示す。相異なる 3 点 z1, z2, z3 を w1, w2, w3 に写す一次分数変換が w =

ϕ1(z) と w = ϕ2(z) の 2つあったとする。ここで、w = ϕ2(z) の逆変換 z = ϕ−1
2 (w) も
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一次分数変換である。したがって、一次分数変換の合成 ϕ−1
2 ◦ ϕ1(z) は 3点 z1, z2, z3 を

不動点にする一次分数変換であり、恒等変換 ϕ(z) = z となる。その理由は、以下の通り
である。z =

az + b

cz + d
について、c 6= 0のとき、cz2 + (d− a)z − b = 0で不動点は高々 2

つである。c = 0のときは、(d− a)z − b = 0より、d− a = 0ならば b = 0で不動点は 3

つ以上で恒等変換のみであって、d− a 6= 0ならば不動点は∞,
b

d− a
の 2つである。

したがって、 z = ϕ−1
2 ◦ ϕ1(z) となり、ϕ2 との合成を取ると ϕ2(z) = ϕ1(z) となる。

すなわち、z1, z2, z3 を w1, w2, w3 に写す一次分数変換は 1つしかない。

行き先として、1, 0,∞ と定めた一次分数変換は特別な形になるため、例として紹介
する。

例 2.6. z1, z2, z3, z4 ∈ P1(C) で (zi 6= zj(i 6= j))とする。
3点の行き先としてそれぞれ ϕ(z2) = 1, ϕ(z3) = 0, ϕ(z4) = ∞のように決め、一次分
数変換 ϕを求めてみる。
方針：ϕ(z) =

az + b

cz + d
の b, c, d を a を用いて表す → a が決まる→ a, b, c, dが求まる

• ϕ(z3) =
az3 + b

cz3 + d
= 0

az3 + b = 0

b = −az3

• ϕ(z4) =
az4 + b

cz4 + d
= ∞

cz4 + d = 0

d = −cz4

• ϕ(z2) =
az2 + b

cz2 + d
= 1

b = −az3, d = −cz4

より
az2 − az3
cz2 − cz4

= 1

az2 − az3 = cz2 − cz4

a(z2−z3) = c(z2−z4)

c =
a(z2 − z3)

z2 − z4
よって、

ϕ(z) =
az − az3

a(z2−z3)z
z2−z4

− a(z2−z3)z4
z2−z4

=
(az − az3)(z2 − z4)

(a(z2−z3)z
z2−z4

− a(z2−z3)z4
z2−z4

)(z2 − z4)

=
(z − z3)(z2 − z4)

(z2 − z3)(z − z4)
= (z, z2; z3, z4) : 複比 (2.5)

相違なる 4点 z1, z2, z3, z4 ∈ P1(C) が与えられたとき、ϕ(z2) = 1, ϕ(z3) = 0, ϕ(z4) =

∞になる一次分数変換は、定義 2.7で紹介する複比そのものであることに注意しておく。
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また一般の形として、3点の行き先をそれぞれ ϕ(z2) = w2, ϕ(z3) = w3, ϕ(z4) = w4と
定める。これを満たす一次分数変換 ϕを求めるには、ϕ(z2) = 1, ϕ(z3) = 0, ϕ(z4) = ∞
になる一次分数変換 ϕ3(z)と、ϕ(1) = w2, ϕ(0) = w3, ϕ(∞) = w4 になる一次分数変換
ϕ−1
4 (z)との合成を考えればよい。

2.3.4 複比
定義 2.7 (参考文献 [1]定義 11.40). 異なる複素数 z1, z2, z3, z4 に対して、

(z1, z2; z3, z4) =
z1 − z3
z1 − z4

z2 − z4
z2 − z3

とおく。また、いずれかの zj が∞であるときは、上式の右辺で zj → ∞としたときの
極限を定義式とする。このとき、(z1, z2; z3, z4)を Cの異なる 4点の複比と呼ぶ。

複比の定義について、いずれかの zj が∞であるときの解釈の仕方について、例を紹介
する。

例 2.8. z1 = 1 + i, z2 = 1, z3 = i, z4 = z → ∞とすると、複比の定義より、

(z1, z2; z3, z4) =
z1 − z3
z1 − z4

z2 − z4
z2 − z3

=
1 + i− i

1 + i− z

1− z

1− i
=

1

1− i

1− z

1 + i− z

=
1

1− i

1
z − 1

1+i
z − 1

→ 1

1− i
(z → ∞)

定理 2.9. 複比は任意の一次分数変換 ϕに対して不変である。

証明. 相違なる 4 点 z1, z2, z3, z4 ∈ P1(C) に対して、(ϕ(z1), ϕ(z2);ϕ(z3), ϕ(z4)) =

(z1, z2; z3, z4)を示す。g(z) = (z1, z2; z3, z4)とすると、

(f ◦ g−1)(g(z2)) = f ◦ g−1 ◦ g(z2) = f(z2) = 1

(f ◦ g−1)(g(z3)) = f ◦ g−1 ◦ g(z3) = f(z3) = 0

(f ◦ g−1)(g(z4)) = f ◦ g−1 ◦ g(z4) = f(z4) = ∞

より、g ◦ ϕ−1 は異なる 3点 ϕ(z2), ϕ(z3), ϕ(z4)をそれぞれ 1, 0,∞に写す一次分数変換
であるから、

g ◦ ϕ−1(z) = (z, ϕ(z2);ϕ(z3), ϕ(z4))

となる。z = ϕ(z1)とおけば、g ◦ ϕ−1(ϕ(z1)) = (ϕ(z1), ϕ(z2);ϕ(z3), ϕ(z4))より、

g ◦ ϕ−1(ϕ(z1)) = g(z1) = (z1, z2; z3, z4)
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計算でも示すことができる。g(z) =
az + b

cz + d
とする。

(g(z1), g(z2); g(z3), g(z4)) =
g(z1)− g(z3)

g(z1)− g(z4)

g(z2)− g(z4)

g(z2)− g(z3)

=
az1+b
cz1+d − az3+b

cz3+d
az1+b
cz1+d − az4+b

cz4+d

az2+b
cz2+d − az4+b

cz4+d
az2+b
cz2+d − az3+b

cz3+d

=
(az1 + b)(cz3 + d)− (az3 + b)(cz1 + d)

(az1 + b)(cz4 + d)− (az4 + b)(cz1 + d)
×

(az2 + b)(cz4 + d)− (az4 + b)(cz2 + d)

(az2 + b)(cz3 + d)− (az3 + b)(cz2 + d)

=
(ad− bc)z1 + (bc− ad)z3
(ad− bc)z1 + (bc− ad)z4

(ad− bc)z2 + (bc− ad)z4
(ad− bc)z2 + (bc− ad)z3

=
z1 − z3
z1 − z4

z2 − z4
z2 − z3

= (z1, z2, z3, z4)

よって、一次分数変換は複比を保つ。

2.3.5 等角性
まず最初に、関数が正則であれば等角性であるといえる定理を紹介する。証明は省略
する。

定理 2.10 (参考文献 [1] 定理 12.1). f(z) は D で正則とし、f ′(z0) 6= 0 とする。また、
C1, C2 を z0 を通るなめらかな曲線とし、それらの f による像曲線を Γ1,Γ2 とする：
Γj := f(Cj) (j = 1, 2)。曲線 Cj 上に点 zj ∈ D をとり、wj := f(zj) (j = 1, 2) とお
くとき、次式が成り立つ。

∠w1w0w2

∠z1z0z2
= 1, lim

z1,z2→z0

∣∣∣∣w2 − w0

w1 − w0

/
z2 − z0
z1 − z0

∣∣∣∣ = 1.

定理 2.11. 一次分数変換は、等角性をもつ。

証明. 一次分数変換 ϕ(z) =
az + b

cz + d
を考える。多項式は正則であるため、分母が 0でなけ

れば ϕ(z)も正則であると言える。ϕ(z)を微分すると、ϕ′ =
ad− bc

(cz + d)2
であるから、ϕ(z)

は、z = −d

c
, ∞を除いて正則である。よって、一次分数変換は等角性をもつ。

16



3 円と点の配置
3.1 単位円板を保存する一次分数変換
ここからは、一次分数変換による円と円上にない 1点の配置について考えたことを紹介
する。前のセクションの定理より、

1. 一次分数変換は円を円に写す。（円円対応）
2. 一次分数変換は任意の相異なる 3点を任意の相異なる 3点に写す。

が成り立っている。また、異なる 3点を通る円は唯一つしかないことは知られている。
任意の円上の相違なる 3点を選び、それぞれの行き先として単位円上の 3点を指定すれ
ば、この一次分数変換によって元の円は単位円に写る。つまり、任意の円ではなく、単位
円のみを考えても一般性を失われない。
よってここからは、単位円に焦点を当てて考えたい。

定義 3.1. 単位円の内部を単位円板と呼び、∆ := {z ∈ C||z| < 1} で表す。

単位円板を単位円板に写す一次分数変換は、

f(z) = eiθ
z − γ

1− γz
(|γ| < 1, θ ∈ R) (3.1)

である。

定理 3.2. 単位円板を保存する一次分数変換は、(3.1)式で表されるものですべてである。

証明はしないが、(3.1)式の形の一次分数変換が単位円を保つことを確かめてみる。
そこで |z| = 1 のとき |f(z)| = |eiθ|| z − γ

1− γz
|を考えて、|f(z)| = 1を示す。

|eiθ| = 1より、| z − γ

1− γz
| = 1 であることを確かめればよい。ここで、|z| = 1のとき、

z =
1

z
である。

分子： |z − γ|2 = (z − γ)(z − γ) = (z − γ)(
1

z
− γ) = 1− zγ − γ

z
+ γγ

分母： |1− γz|2 = (1− γz)(1− γz) = (1− γz)(1− γ
1

z
) = 1− γ

z
− γz + γγ

分子 =分母より、
∣∣∣ z − γ

1− γz

∣∣∣ = 1 であるから、|z| = 1のとき、|f(z)| = 1で式 (3.1)が単
位円から単位円に写すような一次分数変換であることが分かる。
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また、f の逆変換は ϕ−1(w) = e−iθ w + γeiθ

1 + γ̄e−iθw
であり、式 (3.1) の形である。逆変

換の導出のポイントは以下に記す。ϕ(z) =
az + b

cz + d
に対して、a = eiθ, b = −γeiθ, c =

−γ, d = 1とすれば、f(z) = eiθ
z − γ

1− γz
に対応するので、ϕ−1(z) =

dz − b

−cz + a
より

f−1(z) =
z + γeiθ

γz + eiθ
=

z − (−γeiθ)

eiθ(1− (− γ
eiθ

)z)
= e−iθ z − (−γeiθ)

1− (−γe−iθ)z

単位円板を保存する一次分数変換の全体を、

PSU(1, 1) =
{
f ∈ PSL(2,C)

∣∣∣ f(S1) = S1, f(∆) = ∆
}

=
{
f ∈ PSL(2,C)

∣∣∣ f(z) = eiθ
z − γ

1− γz
(|γ| < 1, θ ∈ R)

}
と書く。これは、PSL(2,C)の部分群になっている。

3.2 研究テーマ 1（円と点の配置問題）
単位円板を保存する一次分数変換 (3.1)によって、単位円板内の任意の点を単位円板内
の任意の位置に写すことは可能かどうかを考えたい。
そのためにまずは、単位円板を保存する一次分数変換 (3.1) で写した時、原点（中心）
は単位円板内の任意の位置に写すことは可能かどうかを考える。以上を記号でまとめると
次のようになる。

∀α ∈ ∆, ∃f1 ∈ PSU(1, 1) s.t. α = f1(0)

まず、f ∈ PSU(1, 1)において、原点はどこに写るのかを求める。

f(z) = eiθ
z − γ

1− γz

に z = 0を代入すると、
f(0) = eiθ

0− γ

1− γ0
= −γeiθ

である。よって、∀α ∈ ∆に写すためには、−γeiθ = αとすればよい。これが成り立つよ
うな γ は γ = −αe−iθ である。ここでは、θ = 0, γ = −αとおくことにすると、

f1(z) =
z + α

1 + αz

である。ゆえに、以下の定理を得ることができた。

18



定理 3.3. f ∈ PSU(1, 1)であって、原点 0を単位円板内の任意の点 (∀α ∈ ∆)に写すよ
うな一次分数変換 f は存在し、

f(z) =
z + α

1 + αz

と書ける。

次に、単位円板を保存する一次分数変換 (3.1)によって、単位円板内の任意の点を単位
円板内の任意の位置に写すことは可能かどうかを定理 3.2を使って考える。以上を記号で
まとめると次のようになる。

∀α, β ∈ ∆, ∃f ∈ PSU(1, 1) s.t. β = f(α)

定理 3.2より、f ∈ PSU(1, 1)において原点 0を単位円板内の任意の点 (∀α ∈ ∆)に写す
ような一次分数変換は f1(z) =

z + α

1 + αz
である。ここでのポイントは、α

f−1
17→ 0

f27→ β のよ
うに 0を経由して考えることである。先ほどの f1 の逆変換 f−1

1 と原点 0を ∀β ∈ ∆に写
すような一次分数変換との合成を考えることで β = f(α)となるような一次分数変換を求
める。

0
f17→ α f1(z) =

z + α

1 + αz

α
f−1
17→ 0 f−1

1 (z) =
α− z

αz − 1

0
f27→ β f2(z) =

z + β

1 + βz

これより f−1
1 と f2 の合成を考えると、

f2 ◦ f−1
1 (z) =

α−z
αz−1 + β

1 + β α−z
αz−1

=
(αβ − 1)z + α− β

(α− β)z + αβ − 1

である。また、 f2 ◦ f−1
1 (z)は、α − β と αβ − 1とそれぞれの複素共役で構成されてい

ることが分かる。ゆえに、先ほど得られた定理 3.2の原点 0を任意の点として、仮定をゆ
るくでき、以下の定理を得ることができた。

定理 3.4. f ∈ PSU(1, 1)であって、単位円板内の任意の点 (∀α ∈ ∆)を、単位円板内の
任意の点 (∀β ∈ ∆)に写すような一次分数変換 f は存在し、

f(z) =
(αβ − 1)z + α− β

(α− β)z + αβ − 1

と書ける。
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定理 3.4より、単位円板を保存する一次分数変換で単位円板内の任意の点を任意の位置
に写せることが分かった。これにより、任意の円とその円上にない 1点の組が一次分数変
換によって任意の別の円と点の組みに写せることも次のようにして分かる。
任意の円を単位円に写すような一次分数変換が ϕ5 であったとする。ϕ5 で点を写したと
き、点が単位円板外にあった場合は、反転操作によって単位円板内に写すようにする。す
ると任意の円とその円上にない 1点の組は、単位円と単位円板内の 1点に写すことが可能
である。あとは定理 3.4 を用いればよい。
これをまとめると次の定理になる。

定理 3.5. 円とその円上にない 1点の任意の 2組は、すべて一次分数変換で写りあう。

3.3 研究テーマ 2

単位円板を保存する一次分数変換 (3.1)によって、単位円板内の任意の 2点を単位円板
内の任意の 2点に写すことは可能かどうかを考えたい。以上を記号でまとめると次のよう
になる。

∀α, β, u, v ∈ ∆, ∃f ∈ PSU(1, 1) s.t. (β = f(α)) かつ (v = f(u))

β = f(α)は、先ほどのセクションと同様に α
f−1
17→ 0

f27→ β として 0を経由して考える。こ
のような f1, f2 をまず選んで、一次分数変換 f−1

1 によって uを写し、写った先を u′ と
おく。

f−1
1 (u) =

α− u

αu− 1
= u′

次に、一次分数変換 f2 によって、写される v の像を v′ とおく。

f2(v
′) =

v′ + β

1 + βv′
= v

ここで、v′ を v を用いた式で表すと、

v′ = f−1
2 (v′) =

β − v

βv − 1

である。αと β はどちらも 0に写っていることに注意する。ここで、u′, v′ の条件を考え
たい。0を固定しながら、u′ を v′ に写すことができればよい。そのために、単位円板を
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保存し、同時に原点を固定するような一次分数変換を求めることで条件を探る。まず、単
位円板と原点を保存する一次分数変換を求める。

f(0) = eiθ
0− γ

1− γ0
= −γeiθ = 0

より、γ = 0であるから、γ = 0のとき、

f(z) = eiθ
z

1
= eiθz

である。よって、単位円板と原点を保存する一次分数変換は、f(z) = eiθz しか存在しな
い。このことから、u′ =

α− u

αu− 1
と v′ =

v − β

1− βv
が同一円上にあることが、u′, v′ が写り

あうための必要十分条件である。つまり、
∣∣∣ α− u

αu− 1

∣∣∣ = ∣∣∣ β − v

βv − 1

∣∣∣ が求める条件である。ゆ
えに、以下の定理を得ることができた。

定理 3.6. f ∈ PSU(1, 1)であって、単位円板内の任意の 2点 (∀α, u ∈ ∆)を、それぞれ
単位円板内の任意の 2 点 (∀β, v ∈ ∆) に写すような一次分数変換 f が存在するための必
要十分条件は、 ∣∣∣ α− u

αu− 1

∣∣∣ = ∣∣∣ β − v

βv − 1

∣∣∣
である。

3.4 研究テーマ 3

一次分数変換の等角性を保つという性質から、一次分数変換による三角形の内心や垂心
の像について考えたい。最初に、内心について考える。

定義 3.7. 三角形の内心とは、それぞれの内角の二等分線の交点である。

三角形の内心については、以下の性質が知られている。

• 角を二等分する。
• 内心と各辺との距離が等しい。
• 内接円の中心である。

上記の性質の中で注目したのが、角を二等分するという性質である。というのも、一次分
数変換が等角性をもつからである。
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三角形は図 2のように 3つの直線で構成されている。3つの直線を一次分数変換によっ
て変換すると、図 3のように同じ点（無限遠点∞）で交わるような 3つの円ができる。

図 2 図 3

角の二等分線は 3つの角にそれぞれ存在するので、これもまた図 5のように同じ点（無
限遠点∞）を通るような 3つの円ができる。ここで、一次分数変換の等角性を保つとい
う性質より、角を二等分するという性質は変わらない。すると、角の二等分線である 3つ
の円は無限遠点∞以外のたった 1点で交わることが分かる。もちろんこの点は内心の一
次分数変換による像である。

図 4
図 5

次に、垂心について考える。角度から垂心の定義は決まるため、内心と同様に等角性を
保つことに注目して考える。

定義 3.8. 三角形の垂心とは、各頂点から対辺に引いた垂線の交点である。
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内心のときと同様に、三角形を一次分数変換によって写すと、同じ点（無限遠点∞）で
交わるような 3 つの円ができる。各頂点から対辺に引く垂線は 3 つの角にそれぞれ存在
するので、これもまた図 7のように同じ点（無限遠点∞）を通るような 3つの円ができ
る。ここで、一次分数変換の等角性を保つという性質より、対辺に垂直に交わるというこ
とは変わらない。すると、各頂点から対辺に引いた垂線に対応する 3 つの円は無限遠点
∞を除くとたった 1点で交わることが分かった。もちろんこの点は垂心の一次分数変換
による像である。

図 6
図 7

三角形の五心のうち内心と垂心は角度から定義が定まっているため一次分数変換の等角
性を保つという性質に注目し、三角形の内心と垂心の一次分数変換による像を考えた。内
心や垂心を定めるために必要な二等分線や垂線も 3つの円に写され、内心や垂心の像とし
て 1点で交わることが分かった。

3.5 研究テーマ 4（2つの円の配置問題）
互いに交わらない 2つの円について考えたい。ここでは、例として図 8のような 2つの
円を考える。

• 外側の円は、8− 2i,−4 + 6i, 12 + 6iの 3点を通る円であり、C1 とする。
• 内側の円は、6 + 2i, 4 + 10i, 2 + 6iの 3点を通る円であり、C2 とする。
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図 8

C1 を 1, 0,∞を通る円（実軸）に写すような一次分数変換 ϕ6 を求める。式 (2.5)より、

ϕ6(z) =
(z − z3)(z2 − z4)

(z2 − z3)(z − z4)
=

(z + (−4 + 6i)((8− 2i)− (12 + 6i))

((8− 2i)− (−4 + 6i))(z − (12 + 6i)

=
(−4− 8i)(z + 4− 6i)

(12− 8i)(z − 12− 6i)

である。この ϕ6 によって写した 1, 0,∞ を通る円を C3 する。これに伴い、C2 も ϕ6 に
よって写すと、

ϕ6(6 + 2i) =
9

13
+

8

13
i, ϕ6(4 + 10i) = − 7

13
+

4

13
i, ϕ6(2 + 6i) = − 3

65
+

24

65
i

より、ϕ6(6 + 2i), ϕ6(4 + 10i), ϕ6(2 + 6i) の 3点を通る円に写る。この円を図 9の C4

とする。
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図 9

ここで、C3 上のある 1点を通る C4 の接線を 2本引き、C3 上のある 1点を中心とする
ような、円と接線との交点を通る円を描く。すると、円と C3 に直角に交わるような円に
なっているはずである。

図 10 図 11

これを何回か繰り返し、円と C3 に直角に交わるような円をたくさん書くと、図 12の
ように交わる点が 2点あることに気づく。

25



図 12

ここで、同心円について考えたい。同心円は、図 13のように中心 0を通るような直線
をたくさん描くことができる。これらの直線はすべて、2つの円それぞれと直角に交わっ
ている。

図 13 2つの同心円

これらのことから、円と C3 に直角に交わるようなたくさんの円の 2点の交点を、一方
は単位円の中心であり、もう一方は無限遠点だと考えると単位円ともう一方の円は同心円
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であることがいえそうである。互いに交わらない 2つの円について、一方を単位円に写す
ような一次分数変換で写したとき、もう一方は単位円と同心円になるような円に写すこと
ができることが証明できそうである。ただし、その同心円の半径を任意に設定することは
できないと予想される。
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4 最後に
4.1 卒研発表会での質問
卒研発表会で先生方からいただいた質問を以下にまとめる。

• (松田先生) 研究テーマ 2について、u′ と v′ が同一円上にあるというのは、必要十
分条件か。
→必要十分条件です。（本論文では明確になるように気を付けて定理 3.5に書きま
した。）

• (松田先生) 研究テーマ 3の内心について、証明できているか。
→できていると思います。（3.4節）

• (津田先生) 一次分数変換の分解において、z =
1

z
を反転という言い方をしている

が、反転と単位円に関する鏡映との違いは何か。
→偏角の違いだと思います。

• (関先生) 研究テーマについては、すべて自分で考えたことか。
→指導教員である西山先生に相談にのっていただいて、ご助言をいただきました。

• (小林先生) いろいろなテーマを考えて思ったことはあったか。ユークリッド幾何
との比較についてなど一次分数変換全体としての幾何について分かったことはあ
るか。
→そこまではまとめることができませんでした。

卒研発表会で質問やコメントをしてくださった先生方、ありがとうございました。

4.2 今後の課題
• 研究テーマ 4, 5については、もっとしっかり証明を含めて考え、まとめたい。
• 他にも考えられる問題をたくさん見つけ、卒研発表会で小林先生からいただいた質
問について考えたい。

4.3 謝辞
まず最初に、本研究の指導教員である西山先生には、研究の構想から論文の完成に至る
まで、多大なご助言とご指導を賜りました。特に研究の方向性から迷いがあり、なかなか
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テーマを定めることができなかった際も相談に乗っていただき、最後まで指導してくださ
いました。そのおかげで、今日この成果を形にすることができました。この場をお借りし
て、感謝申し上げます。
この 4年間の間に講義を担当してくださった先生方をはじめとする多くの先生方から貴
重なご指導をいただきました。心より感謝申し上げます。
また、同じ西山研究室の皆さまには、研究活動をともに進める中で、多くの励ましをい
ただきました。研究を進める上でのモチベーションを維持することができました。
最後に、卒業までの間に関わってくださったすべての方々に、深く感謝申し上げます。
皆さまのご支援がなければ、今回の卒業論文を完成させることはできませんでした。あり
がとうございました。
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