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1 序論

1.1 研究の背景

私が本研究を始めた理由は、3年次の数理専門実験でM.A.アームストロング『対
称性からの群論入門』([A])を読み、図形の対称性に興味を持ったからである。本
研究では、アルキメデスのタイル貼りの対称群の生成元と関係式について考える。

1.2 研究の主結果

アルキメデスのタイル貼りの対称群 p6mの基本領域を求め、その生成元と関係式
を求めた。

1.3 本論文の構成

アルキメデスのタイル貼りについて説明する。アルキメデスのタイル貼りの対称
群の基本領域の群の構造を調べる。そこから生成元と関係式を求める。§6で p6m
の生成元と関係式を求め、その証明をする。
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2 アルキメデスのタイル貼り

アルキメデスのタイル貼りとは 2種類以上の辺の長さの等しい正多角形で平面を
覆い尽くし頂点形状が全て同じタイル貼りである。相似と回転、鏡映、平行移動
で写りあうものを同一視すると 8種類存在する。
それを図示すると次のようになる。

図 1　アルキメデスのタイル貼り

引用 [中川]

一つの頂点の周りの各正多角形の辺数をその順に並べて、たとえば左下のタ
イル貼りは 1つの頂点の周りを考えると正三角形、正六角形、正三角形、正六角
形と並んでいるので [3,6,3,6]というように表す。これを巡回的に変換しても同一
である。

3 平面結晶群

定義 1 (平面結晶群). ユークリッド平面の合同変換の部分群 Γが平面結晶群であ
るとは、Γが 2つの条件を満たすことである。
(i) Γの作用は不連続である。
(ii) Γに属する合同変換のうち、平行移動全体のなす部分群は、２つの１次独立な
ベクトル b1,b2 で生成される格子群 Γb1,b2 である。

定理 2 ((河野参照)). 平面結晶群は同型を除いて 17種類存在する。

タイル貼りの対称性を表すために平面結晶群を用いる。
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3.1 結晶群の国際記号

平面結晶群を表すのに国際記号が用いられる。その分類と記号を表の形にまとめ
ておく。
表中の記号に現れる p,m,g,cと数字は、次のように表される。

• primitive:原始的

• 数:位数

• mirror:鏡映

• glide reflection:並進鏡映

• centered lattice:有心格子

p1 斜交格子 2方向の平行移動のみ
p2 斜交格子 位数 2の回転移動、鏡映および並進鏡映なし
pm 長方格子 平行な鏡映軸、回転移動なし
pg 長方格子 平行な並進鏡映軸、鏡映および並進鏡映なし
pmm 長方格子 ２方向の直交する鏡映の軸、位数２の回転移動
pmg 長方格子 位数２の回転移動、平行な鏡映軸、

鏡映軸に直交する並進鏡映の軸
pgg 長方格子 位数２の回転移動、２方向の直交する並進鏡映軸
cm 菱形格子 平行な鏡映軸、鏡映軸の中間に平行な並進鏡映軸、

回転移動なし
cmm 菱形格子 ２方向の直交する鏡映軸、位数２の回転移動
p4 菱形格子 位数２、４の回転移動、鏡映および並進鏡映なし
p4m 正方格子 位数２、４の回転移動、３方向の鏡映軸、

２方向の直交する並進鏡映軸
p4g 正方格子 位数２、４の回転移動、

2方向の直交する鏡映軸、3方向の並進鏡映軸
p3 六角格子 位数３の回転移動、鏡映および並進鏡映なし
p3m1 六角格子 位数３の回転移動、３方向の鏡映軸、３方向並進鏡映軸、

回転移動の中心は全て鏡映の軸上
p31m 六角格子 位数３の回転移動、３方向の鏡映軸、３方向並進鏡映軸、

回転移動の中心として鏡映の軸上にないものがある
p6 六角格子 位数２、３、６の回転移動、鏡映および並進鏡映なし
p6m 六角格子 位数２、３、６の回転移動、６方向の鏡映軸、

６方向の並進鏡映軸

3.2 17種類の結晶群とその原始的格子
結晶群を表すのに記号だけでなく、基本格子とその中にある回転の中心、鏡映の
軸、並進鏡映の軸を図示するとわかりやすい。
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下図の太い実線が鏡映軸、白丸が位数 2の回転の中心、四角形が位数 3の回
転の中心、黒丸が位数 6の回転の中心、破線が並進鏡映軸を表している。

図 2原始的格子

引用 [A]

4 アルキメデスのタイル貼りの結晶群

アルキメデスのタイル貼りはタイル貼りの中でも特殊なので、現れる結晶群 Γも
限られる。それを分類すると 5種類になる。以下、タイル貼りごとに結晶群を記
す。
赤のバツ印は位数 2の回転の中心、三角形は位数 3の回転の中心、四角形は位数
4の回転の中心、丸は位数 6の回転の中心、細い実線が鏡映軸、青色の線が並進
鏡映軸を表している。

1. タイル [3, 6, 3, 6], [3, 4, 6, 4], [4, 6, 12], [3, 122]６方向の並進鏡映軸
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図 3 [3,6,3,6]

図 4 [3, 122]
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図 5 [3,4,6,4]

図 6 [4,6,12]

2. タイル [4, 82]がある。
p4m : 位数２,４の回転,軸が３方向の鏡映,軸が２方向の直交する並進鏡映

図 7 [4, 82]
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3. タイル [32, 4, 3, 4]がある。
p4g : 位数２,４の回転,軸が２方向の直交する鏡映,軸が３方向の並進鏡映

図 8 [32, 4, 3, 4]

4. タイル [33, 42]がある。
pmm :軸が２方向の直交する鏡映,位数２の回転

図 9 [33, 42]

5. タイル [34, 6]がある。
p6 : 位数 2,３,６の回転,鏡映および並進鏡映なし
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図 10 [34, 6]

5 基本領域の定義

§4で考えた原始的格子は平行移動のなす部分群によって平面をくまなく覆い尽く
す。このような領域を基本領域と呼ぶ。それを厳密に定義すると次のようになる。

定義 3 (基本領域). ユークリッド平面の合同変換からなる不連続群 Γに対して,次
の２つの条件を満たす領域 ∆を Γの基本領域と呼ぶ。
(i) 領域 ∆の内部の相異なる 2点は、 g ∈ Γによって互いにうつりあわない。つま
り、
∀p , q ∈ ∆⇒ ∀g ∈ Γに対して　 g(p) , qが成り立つ。
(ii) ユークリッド平面は ∆に g ∈ Γを作用させた像 g(Γ)の和集合になる。

E2 =
∪
g∈Γ

g(∆)

以下の例はどちらも同じ格子群の基本領域の例であるが、一意に定まらない
ことに注意する。

図 11　基本領域の例
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6 平面結晶群の基本領域

アルキメデスのタイル貼りの対称群は 5種類であった。この §ではその基本領域
や群の構造を調べる。

6.1 対称群 p6m
6.1.1 対称群 p6mの基本領域

アルキメデスのタイル貼り [3, 122], [3, 4, 6, 4], [4, 6, 12], [3, 6, 3, 6]の対称群は p6m
である。
図のように鏡映軸で囲まれた領域を基本領域とする。
ユークリッド平面の平行でない直線 l1, l2について、鏡映 r1, r2を考える。直線

l1, l2が、点 Cで交わるとき、鏡映の合成 r1r2は Cを中心とする回転移動になる。
l1 から l2 への 2つの軸のなす角が角 θであるとき、r1r2 は角 2θの回転になる。

図 12　 [3,6,3,6]の基本領域

この場合には、原始的格子は基本領域が 12個集まってできていることに注意
する。その際に平行移動と表す記号として t(v)を求める。ただし、t(v)は、ベク
トル vに対して

t(v)(P) = P + v (P ∈ R2)

以下、基本領域に関係した対称群 Γの元を列挙する。(図 12参照)

• 平行移動 t(b1),t(b2)

b1 = 2(
−−−→
R2R3 +

1
2
−−−→
R2R1)

b2 = 2(
−−−→
R2R3 +

1
2
−−−→
R2R1)
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• 回転の中心が領域 ∆内にある回転 r1, r2, r3
回転の中心を R1 とする π回転を r1
回転の中心を R2 とする 2

3π回転を r2
回転の中心を R3 とする π

3 回転を r3

• 軸が領域 ∆と線分を共有するような鏡映 s1, s2, s3
s1 は R1 と R3 を通る直線 l1 を軸とする鏡映
s2 は R2 と R3 を通る直線 l2 を軸とする鏡映
s3 は R1 と R2 を通る直線 l3 を軸とする鏡映

• 軸が領域 ∆と線分を共有するような並進鏡映 g1, g2, g3

R2 と R3 の中点を M、R3 と Mの中点を N とする。

g1 は R1 と Mを通る直線 m1 を軸とする並進鏡映
g2 は Mを通り、直線 l3 と平行な直線 m2 を軸とする並進鏡映
g3 は R1 と N を通る直線 m3 を軸とする並進鏡映

図 13　 p6mの原始的格子
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6.1.2 対称群 p6mの生成元と関係式

定理 4. Γ=p6mとする。対称群 p6mは {s1, s2, s3}で生成される。

Γ = ⟨s1, s2, s3⟩

関係式は以下のようになる。

• s1
2, s2

2, s3
2 • (s1s2)6, (s2s3)3, (s3s1)2

この Γはアフィン・ルート系 G̃2に付随したアフィン・ワイル群と同型である
ことが知られている。

(証明)
まず、回転 riを siで書く。次に t(bi)を siで表すと、最後に giを si, t(bi)で書

く。
用いた式

• r1
2 = e

• r2
3 = e

• r3
6 = e

• s1s2 = r3

• s2s3 = r2

• s3s2 = r1

• g1 = t(b1)(b2)s3t(b2)r3
−1s1t(−b2)s2s1s3

• g2 = s2g1
−1s2

• g3 = s1g1s1

• t(b1) = (s1s2)2(s3s2)2

• t(b2) = (s1s2)2(s3s2)(s1s2)2

次に原始的格子に関する対称群の元を s1, s2, s3 で表す。

• s4 = r2s2r2
−1

• s5 = r3s3r3
−1

• s6 = t(b)1s2t(b)1
−1

• s7 = r2
−1s1r2

• s8 = t(b2)s7t(b2)

• s9 = t(b1)s10t(b1)−1

• s10 = r2s1r2
−1

• r4 = s7r5s7

• r5 = s4r1s4

• r6 = s2r1s2
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• r7 = s5r1s5

• r8 = t(b2)−1r2t(b)2

• r9 = t(b1)−1r2t(b)1

• r10 = t(b2)−1r9t(b)2

• r11 = s1r3s1

• g4 = s7s6s5s3s1

• g5 = s7g1s7

• g6 = s6g5s6

• g7 = s2g5s2

• g8 = s7g2s7

原始的格子を平行移動するとユークリッド平面をくまなく覆うことができる
ので、Γの任意の元を {s1, s2, s3}で表すことができる。(図 14参照)

(例)

図 14　原始的格子の平行移動

よって、p6mは s1, s2, s3 で生成される。
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7 予想

7.1 p4m
7.1.1 p4mの基本領域

図のように鏡映軸で囲まれた領域を基本領域とする。アルキメデスのタイル貼り
[4, 82]の対称群は p4mである。

図 15　 [4, 82]の基本領域

基本領域に関係した対称群 Γの元を以下列挙する。(図 15参照)

• 平行移動 t(b1),t(b2)

• 回転の中心が領域 ∆内にある回転 r1, r2, r3

• 軸が領域 ∆と線分を共有するような鏡映 s1, s2, s3

• 軸が領域 ∆と線分を共有するような並進鏡映 g1

7.1.2 p4mの生成元と関係式

定理 5. Γ=p4mとする。対称群 p4mは {s1, s2, s3}で生成される。

Γ = ⟨s1, s2, s3⟩

• s1
2, s2

2, s3
2 • (s1s2)2, (s2s3)4, (s3s1)4

用いた式
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• s1s2 = r2, s2s3 = r3, s3s1 = r1

7.2 p4g
7.2.1 p4gの基本領域

図のように鏡映軸で囲まれた領域を基本領域とする。アルキメデスのタイル貼り
[32, 4, 3, 4]の対称群は p4gである。

図 16　 [32, 4, 3, 4]の基本領域

以下、基本領域に関係した対称群 Γの元を列挙する。(図 16参照)

• 平行移動 t(b1),t(b2)

• 回転の中心が領域 ∆内にある回転 r1, r2

• 軸が領域 ∆と線分を共有するような鏡映 s1, s2

• 軸が領域 ∆と線分を共有するような並進鏡映 g1, g2

7.2.2 p4gの生成元と関係式

定理 6. Γ=p4gとする。対称群 p4mは {s1, s2, r1, r2}で生成される。

Γ = ⟨s1, s2, r1, r2⟩

Sym(p4g) = ⟨s1, s2, r1, r2⟩
関係式は以下のようになる。
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• s1
2, s2

2

用いた式

• s1
2, s2

2

7.3 pmm
7.3.1 pmmの基本領域

図のように鏡映軸で囲まれた領域を基本領域とする。アルキメデスのタイル貼り
[33, 42]の対称群は pmmである。

図 17　 [33, 42]の基本領域

基本領域に関係した対称群 Γの元を以下列挙する。(図 17参照)

• 平行移動 t(b1),t(b2)

• 回転の中心が領域 ∆内にある回転 r1, r2, r3, r4

• 軸が領域 ∆と線分を共有するような鏡映 s1, s2, s3, s4

7.3.2 pmmの生成元と関係式

定理 7. Γ=pmmとする。対称群 pmmは {s1, s2, s3, s4}で生成される。

Γ = ⟨s1, s2, s3, s4⟩

この Γはアフィン・ルート系 Ĩ1 × Ĩ1に付随したアフィン・ワイルド群と同型であ
ることが知られている。
関係式は以下のようになる。
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• s1
2, s2

2, s3
2, s4

2, • (s1s3)2, (s2s3)2, (s2s4)2, (s3s4)2,

用いた式

• s1s3 = r1, s2s3 = r2, s2s4 =

r3, s3s4 = r4

• s1
2, s1

2, s1
2, s1

2, s1
2, s1

2, s1
2, s1

2

• t(b1) = s1s2, t(b2) = s4s3

7.4 p6
7.4.1 p6の基本領域

図のように位数 2,3,6の回転の中心を結んだ内部を基本領域とする。アルキメデ
スのタイル貼り [33, 6]の対称群は p6である。

図 18　 [34, 6]の基本領域

基本領域に関係した対称群 Γの元を以下列挙する。(図 18参照)

• 平行移動 t(b1),t(b2)

• 回転の中心が領域 ∆内にある回転 r1, r2, r3

7.4.2 p6の生成元と関係式

定理 8. Γ=p6とする。対称群 p6は {r1, r2}で生成される。
関係式は以下のようになる。
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• (r1r2)3, r6
1, r

6
2 • (r1r2r1)2

8 将来の展望

p4m, p4g, pmm, p6に関する計算を行い、予想を確かめる。
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