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1 研究目的 —有理数の循環小数表示の研究—

この論文では、有理数 r/p (0 < r < p) の小数表示の循環節の性質を研究す
る。本研究を行った動機は、私がセミナーで用いた教科書 ([飯高]) に載って
いた、2分割和の定理に興味をもったことである。2分割和とは、有理数を
循環小数表示した時、循環節の長さが偶数ならば、その循環節を二つに区切
り、和をとったものをいう。2分割和はいちじるしい性質を持つことが [飯高,
§ 7.1]で紹介されている。

定理 1.1 (2分割和の定理 (Midyの定理)[Midy]). g ≥ 2を整数、pを素数と
する時、真分数 r/p を g進数展開すると、循環節の長さが偶数ならばその 2
分割和には g − 1 が並ぶ。

例えば、10進数展開では

1/7 = 0.1̇42857̇ →142 + 857 = 999

2/7 = 0.2̇85714̇ →285 + 714 = 999

3/7 = 0.4̇28571̇ →428 + 571 = 999

4/7 = 0.5̇71428̇ →571 + 428 = 999

5/7 = 0.7̇14285̇ →714 + 285 = 999

6/7 = 0.8̇57142̇ →857 + 142 = 999

のような例がある。これを一般化して次のような定理も成り立つ([飯高, § 7.4])。

定理 1.2 (3分割和の定理). 分母が素数 p の時、真分数 r/pを 10進数展開す
ると、循環節の長さが 3の倍数ならその 3分割和は 99 · · · 9の倍数になる。

例として

1/7 = 0.1̇42857̇ → 14 + 28 + 57 = 99

2/7 = 0.2̇85714̇ → 28 + 57 + 14 = 99

3/7 = 0.4̇28571̇ → 42 + 85 + 71 = 99 ∗ 2

4/7 = 0.5̇71428̇ → 57 + 14 + 28 = 99

5/7 = 0.7̇14285̇ → 71 + 42 + 85 = 99 ∗ 2

6/7 = 0.8̇57142̇ → 85 + 71 + 42 = 99 ∗ 2

などがあげられる。
ここでは 10進数展開の形で定理を書いているが一般の g 進数展開でも同

様に成り立つことや、 3分割和だけでなく 5分割和などへの一般化も [飯高]
では研究されている。
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一方、2分割和だけでなく 2分割差についても考える事ができ、 [飯高] に
も紹介されてはいるが、証明は与えられていない。本研究では、次の 2分割
差の定理を証明することを目標とする。

定理 1.3 (2分割差の定理). 真分数 r/2n を 5 進数展開すると、循環節の長
さが偶数なら、その 2分割差の絶対値は 5進数表記で 222 · · · 223 となる。

例をあげると次のようなものがある。

1/25 = 0.0̇0342312̇ → |0034 − 2312| = 2223

3/25 = 0.0̇2132441̇ → |0213 − 2441| = 2223

5/25 = 0.0̇3423120̇ → |0342 − 3120| = 2223

7/25 = 0.1̇0213244̇ → |1021 − 3244| = 2223

9/25 = 0.1̇2003423̇ → |1200 − 3423| = 2223

9/26 = 0.0̇022421131001434̇ → |03224211 − 31001434| = 22222223

59/26 = 0.4̇301041220233134̇ → |43010412 − 20233134| = 22222223

この論文の構成は、この第 1章を含め、全 6章からなっている。第 2章では、
本研究の基礎である循環小数の基本的な性質について解説する。第 3章で 2
分割和の定理の紹介と証明、第 4章で 3分割和の定理の紹介と証明、第 5章
で 2分割差の定理の紹介と証明を行い、本研究のまとめと将来の展望を第 6
章に記している。

2 純環小数の循環節の性質

定義 2.1 (純循環小数). ある桁から先で同じ数字の列が無限に繰り返される
小数を循環小数という。また、小数第１位から循環が始まるものを純循環小
数、第２位以降から始まるものを混合循環小数という。本論文では断り無く
循環小数と記した場合、それは純循環小数であるとする。

真分数 r/p の分母 p に関する剰余環 Z/pZ を考える。g を p と互いに素
な数とすると、 g は Z/pZ の単元となる。Z/pZ の乗法群 (Z/pZ)× を考え、
g ∈ (Z/pZ)× の位数を ord g で表わす。

定理 2.2. pを素数とする。上の記号の下に、 ](Z/pZ)× = p − 1 であって、
位数 ord g は p − 1 の約数である。

この定理の証明にはラグランジュの定理を使う。

定理 2.3. (ラグランジュの定理) 有限群 G の部分群 H に関して

|G| = [G : H] · |H|

が成り立つ
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Proof. γH を Gの H に関する左コセットとする。このとき写像 ϕ : H → γH
を左から γ を掛ける写像として定義する。つまり ϕ(ξ) = γξ (ξ ∈ H) で
ある。左から γ−1 を掛ける写像が γ の逆写像となるので、 ϕ は全単射で
ある。これで全ての γ ∈ G について |γH| = |H| が成り立つことがわかる。
G =

∑
j∈J γjHだから

|G| =
∑
j∈J

|γjH| =
∑
j∈J

|H| = |J ||H| = [G : H] · |H|

これによりラグランジュの定理が証明された。

定理 2.4. pと gが互いに素な時、分数 r/pの g進数展開は循環節の長さが
L = ord gの循環小数となる。

Proof. gL = eとなる最小の自然数 Lを gの位数といって L = ord gと書く。
既約な真分数 r/pを g進数展開する。grを pで割り、その商を q1 余りを

r1とおくと
rg = pq1 + r1 (1)

となる。そしてこれを繰り返すと

rg = pq1 + r1

r1g = pq2 + r2

r2g = pq3 + r3

...

rjg = pqj+1 + rj+1 (2)

これらの式を pを法としてみると

rg ≡ r1 (mod p)

r1g ≡ r2 (mod p)

r2g ≡ r3 (mod p)

...

rjg ≡ rj+1 (mod p)

rg ≡ r1を r1g ≡ r2 (mod p)に代入すると

g2r ≡ r2 (mod p) (3)

を得る。同様にして帰納法を用いると j ≥ 1 に対して rj ≡ gjr であること
が容易にわかる。このことから r = r0 とすると、循環節は p を法とした、
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初項 r 、公比 g の等比数列だとわかる。しかし、余りは p 未満なので p− 1
個の値しか取りえないため、必ず同じ余りが出る。よって m < n が存在し
て rm = rn となる。ここで p を法としてみると

rgm ≡ rm = rn ≡ rgn

よって

rgm − rgn ≡ (gm − gn)r ≡ 0 (mod p)

r と p は互いに素なので

gm − gn ≡ 0

gと pも互いに素なので g には逆元 v = g−1 が存在する。

gnvn ≡ 1

この式の両辺に gm−n を掛けると

gmvn ≡ gm−n

となり

(gm − gn)vn ≡ gmvn − gnvn ≡ gm−n − 1 ≡ 0

これより

gm−n ≡ 1

を得る。このようなm−nは色々あるがその中で最小の自然数を L とすると

gL ≡ 1 (4)

である。このような Lを gの位数と呼び

ord g = L (5)

で表わす。p が素数であること、およびラグランジュの定理 (2.3)から ord g
は p − 1の約数になっている。
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3 2分割和の定理（Midyの定理）

　この章では 2分割和の定理について考察する。

定理 3.1 (2分割和の定理（Midyの定理)[Midy]). 分母が素数 pの時、真分数
r/pを g進数展開すると、循環節の長さが偶数ならその 2分割和には g− 1が
並ぶ。

2分割和の定理の例

1/7 = 0.1̇42857̇ →142 + 857 = 999

2/7 = 0.2̇85714̇ →285 + 714 = 999

3/7 = 0.4̇28571̇ →428 + 571 = 999

4/7 = 0.5̇71428̇ →571 + 428 = 999

5/7 = 0.7̇14285̇ →714 + 285 = 999

6/7 = 0.8̇57142̇ →857 + 142 = 999

Proof. 2分割和の定理の証明を行う。循環節の長さを偶数 2mとする。これ
より

gL ≡ g2m ≡ 1 (mod p)

つまり L = ord g = 2mである。そこで x = gmとおくと x2 ≡ 1 (mod p) と
なる。Lを最小の値としているため x 6= 1 である。また

x2 − 1 = (x − 1)(x + 1) ≡ 0 (mod p)

なので、x ≡ −1となり gm ≡ xであったから gm ≡ −1 となる。rk = gkr　
のため　 rm ≡ gm (mod p) より

rm+k ≡ gmrk ≡ −rk (mod p), ∴ rm+k + rm ≡ 0 (mod p)

である。そこで Rk := rm+k+rk とおくと Rk は pの倍数であり、また rk, rm+k

は p で割った余りなので 0 < rm+k < p および 0 < rk < p より

0 < Rk = rm+k + rk < p + p = 2p

よって任意の kに対してRk = p が成り立つ。すると等式（2）より 2分割和
の k桁目をQk = qk+m + qkとおく。

Qk = qk+m + qk = (rk+m+1g − rk+m)/p + (rk−ig − rk)/p

= ((rk+m−1 + rk−1)g − (rk+m + rk))/p

= (Rk−1g − Rk)/p

= g − 1
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よって

Q1 = Q2 = · · · = Qm = g − 1

が成り立つ。

4 3分割和の定理

　この章では 3分割和の定理について考察する。

定理 4.1 (3分割和の定理). 分母が素数 pの時、真分数 r/pを 10進数展開す
ると、3の倍数ならその 3分割和は 99 · · · 9の倍数になる。

3分割和の定理の例

1/7 = 0.1̇42857̇ → 14 + 28 + 57 = 99

2/7 = 0.2̇85714̇ → 28 + 57 + 14 = 99

3/7 = 0.4̇28571̇ → 42 + 85 + 71 = 99 ∗ 2

4/7 = 0.5̇71428̇ → 57 + 14 + 28 = 99

5/7 = 0.7̇14285̇ → 71 + 42 + 85 = 99 ∗ 2

6/7 = 0.8̇57142̇ → 85 + 71 + 42 = 99 ∗ 2

Proof. 循環節の長さを L = 3mとする。これより gL ≡ g3m ≡ 1 (mod p)で
ある。循環節を q1q2q3 · · · q3mと表わす。3分割された最初の循環節を g 進数
表記の普通の数として考えると

m∑
j=1

gm−jqj ↔ q1q2q3 · · · qm

のように表わすことができる。同様に qm+1qm+2 · · · q2mと q2m+1q2m+2 · · · q3m

も普通の数として表わし和をとると

m∑
j=1

gm−jqj +
m∑

j=1

gm−jqj+m +
m∑

j=1

gm−jqj+2m =
m∑

j=1

gm−j(qj + qj+m + qj+2m)

(6)

が 3分割和がある。これが gm−1または 2gm−1に一致することを示そう。

g3m − 1 ≡ 0 (mod p)
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gm = y とおくと

(y3 − 1) = (y − 1)(y2 + y + 1) ≡ 0 (mod p)

となる。L = ord gなので gk は k = 3m の時初めて 1 になるから

y = gm 6= 1

よって

y2 + y + 1 ≡ 0 (mod p)

より

g2m + gm + 1 ≡ 0 (mod p)

を得る。これより

Rj := rj + rj+m + rj+2m ≡ rj(1 + gm + g2m) ≡ 0 (mod p)

よって rj + rj+m + rj+2m は p の倍数なので

Rj = rj + rj+m + rj+2m = kjp (∃kj ∈ Z) (7)

と書ける。 rj は余りなので 0 < rj < p であるから

0 < kjp = rj + rj+m + rj+2m < 3p

となり kj は 1または 2 となる。 Qj = qj + qj+m + qj+2m とおくと、等式 (2)
より

gRj = pQj+1 + Rj+1

等式 (7)より

gkjp = pQj+1 + kj+1p

両辺を p で割ると

gkj = Qj+1 + kj+1

となる。したがって

Qj = gkj−1 − kj
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が成り立つが、この両辺に gm−j を掛けて和をとると

m∑
j=1

Qjg
m−j =

m∑
j=1

gm−j+1kj−1 −
m∑

j=1

gm−jkj

を得る。第 1項の和
∑m

j=1 gm−j+1kj−1 の式の j−1をあらためて j とおくと、
上の式は

m∑
j=1

Qjg
m−j =

m−1∑
j=0

gm−jkj −
m∑

j=1

gm−jkj

となり、右辺の第 1項の j = 0 と第 2項の j = mの項のみが残る。よって

m∑
j=1

Qjg
m−j = gmk0 − g0km

k0p = r0 + r0+m + r0+2m = r3m + rm + rm+m = kmpより k0 = kmとなる。し
たがって

m∑
j=1

Qjg
m−j = k0(g

m − 1)

が成り立つ。これが示したかったことであった。

5 ２分割差の定理

この章では二分割差について考察する。まず 2分割差の例をあげておこう。

1/25 = 0.0̇0342312̇ → |0034 − 2312| = 2223

3/25 = 0.0̇2132441̇ → |0213 − 2441| = 2223

5/25 = 0.0̇3423120̇ → |0342 − 3120| = 2223

7/25 = 0.1̇0213244̇ → |1021 − 3244| = 2223

9/25 = 0.1̇2003423̇ → |1200 − 3423| = 2223

9/26 = 0.0̇022421131001434̇ → |03224211 − 31001434| = 22222223

59/26 = 0.4̇301041220233134̇ → |43010412 − 20233134| = 22222223

このように r/2n(rは奇数)の形の 5進数展開は著しい性質をもっている。こ
れを証明する。そのためにまず補題を準備する。
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補題 5.1. n ≥ 3 に対して 52n−3
= an2n−1 + 1となるような奇数 an が存在

する。

Proof. n に関する数学的帰納法で証明を行う。(I) n = 3 のとき

5 = 22 + 1

なので a3 = 1ととれる。(II) nに対して 52n−3
= an2n−1 + 1 が成り立つと仮

定して n + 1のときにも成り立つことを示す。

52(n+1)−3

= 52n−2

= (52n−3

)2

= (an2n−1 + 1)2 (∵ 帰納法の仮定)

= (an2n−1)2 + 2an2n−1 + 1

= an
222n−2 + an2n + 1

= 2nan(an2n−2 + 1) + 1

を得る。n ≥ 3より n − 2 > 0だから 2n−2は偶数である。奇数と奇数の積は
奇数だから an(an2n−2 + 1)は奇数である。よって an+1 = an(an2n−2 + 1)とお
くと

52(n+1)−3

= an2n−1 + 1

となり、数学的帰納法により補題 5.1は証明された。

補題 5.2. 循環節の長さ L は L = 2n−2となる。

Proof. 乗法群G := (Z/2nZ)× = {a | aは 2nと互いに素 } = {a | aは奇数の
数 }より

g ∈ G|G| = 2n−1

ord g = 2k

補題 5.1より

52k

= ak+32
k+2 + 1

k + 2 < nで成り立つ。よって k + 2 = nより

ord g = 2n−2

となり、等式 (2.4)により補題 5.1は証明された。
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定理 5.3 (2分割差の定理). 真分数 r/2n を 5 進数展開すると、循環節の長
さが偶数なら、その 2分割差の絶対値は 5進数表記で 222 · · · 223 となる。

Proof. 5進数表記 q1q2 · · · qm を数に直すと、
∑m

k=1 5m−kqk となる。したがっ
て定理を示すには∣∣∣ m∑

k=1

5m−kqk −
m∑

k=1

5m−kqk+m

∣∣∣ = 222 · · · 223 (8)

を証明すればよい。そこで (2.4)と同様に

g = 5, p = 2n

とおく。等式 (3)は pが素数でないときでも成り立つので、等式 (3)より

rk ≡ 5kr (mod p) (9)

を得る。また等式 (2)より

5rk = 2nqk+1 + rk+1

5rk+m = 2nqk+1+m + rk+1+m

この式を片々引くと

5(rk − rk+m) = 2n(qk+1 − qk+1+m) + rk+1 − rk+1+m

上式の両辺に、 2n を掛けて和をとると、

2n

m∑
k=1

5m−k(qk − qk+m)

=
m∑

k=1

5m−(k−1)(rk−1 − rk−1+m) −
m∑

k=1

5m−k(rk − rk+m)

を得る。上式の第 1項の和
∑m

k=1 5m−(k−1)(rk−1 − rk−1+m) の k − 1 をあらた
めて k とおきなおすと

2n

m∑
k=1

5m−k(qk − qk+m) =
m−1∑
k=0

5m−k(rk − rk+m) −
m∑

k=1

5m−k(rk − rk+m)

となる。右辺の第 1項の k = 0 と第 2項の k = m が残り、

2n

m∑
k=1

5m−k(qk − qk+m) = 5m(r0 − rk) − 50(rm − r0)

= 5m(r0 − rm) − (rm − r0)

= (5m + 1)(r0 − rm)
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を得る。
次に r0 − rm について考える。r = r0 および等式 (9)より

r − rm ≡ r − r5m (mod 2n)

≡ −r(5m − 1) (mod 2n)

よってある整数 bが存在して

r − rm = b2n − r(5m − 1)

と書ける。さらに 5m − 1について考えよう。補題 5.1より

5m − 1 = an2n−1

となる奇数 anが存在する。よって

r − rm = b2n − ran2n−1

ranは奇数だから ran = 2l − 1とおくと

b2n − ran2n − 1 = b2n − (2l − 1)2n − 1

= (b − l)2n + 2n−1

≡ 2n−1 (mod 2n)

r, rm は余りなので 0 < r, rm < 2n よって

|r − rm| < 2n (10)

である。r = rmとすると、余りが同じだから循環節の長さがmとなりL = 3m
であったことに矛盾するので、r − rm 6= 0である。従って 10より

r − rm = ±2n−1

よって

(r − rm)(5m + 1) = ±2n−1(5m + 1)

以上より

2n

m∑
k=1

5m−k(qk − qk+m) = ±2n−1(5m + 1)

両辺を 2n で割ると∣∣ m∑
k=1

5m−k(qk − qk+m)
∣∣ = 2n−1(5m + 1)/2n

= (5m + 1)/2 = 222 · · · 223

となる。これが示したかったことであった。
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6 今後の展開

本研究で循環節に関する性質を 3つ紹介した。しかし、循環節にはまだまだ
多くの性質を秘めている可能性がある。本研究での性質は循環節を分割し和
か差をとるものであったが、今後は、積や商について考えてみると面白いか
もしれない。
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