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概説

本論文はドミノ盤を中心とした組合せ論的結果とそれを用いた C型ワイル群W(Cn) = Z2 ≀ Sn = Sn n (Z2)n

の表現論についての考察である．

ヤング図形（Young diagram）とは単位長さの正方形をした箱を，左端をそろえて各行に箱を並べてできて

おり，各行の箱の個数は上から下に向かって広義単調減少するように並んだ図形をいう．たとえば，下の図形
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Yはヤング図形である．

Y =

ヤング図形は整数の分割（partition）を使って表すことができる．それは各行の箱の個数を上から順に読み上

げてできる数列である．上の例では (5,3,3,2,1)である．

次にヤング図形の各箱の中に整数を入れてできる図形を考える．本論文ではヤング盤 (簡単に盤という)と

数字盤を区別して用いている．盤とはヤング図形の各箱に整数値を重複を許して割り当ててできる図形であ

る．一方数字盤とはヤング図形の各箱に整数値を重複することのないように割り当ててできる盤と定義する．

たとえば次のようなものである．

5 3 4 4
3 3 1
5

6 3 5 1
8 4 7
2

盤 数字盤

今度は箱を 1× 2の長方形 または にしてみる．これをドミノと呼ぶ．このドミノをいくつか並べて

できるものを考える．盤や数字盤にならって次のように定義する．ドミノ盤とはドミノタイル張りされたヤン

グ図形に，各ドミノに整数値を重複することを許して割り当ててできる図形であり，一方同様に，ドミノ数字

盤とはドミノタイル張りされたヤング図形に各ドミノに整数値を重複することのないよう割り当ててできるド

ミノ盤と定義する．たとえば次のようなものである．

3

4

2

1

1 5

3
4

3

1

5

4

6 8

2
7

ドミノ盤 ドミノ数字盤

他にも盤やドミノ盤の特別なものとして，次のようなものを考える．数字盤であって，各行について左から

右に狭義単調増加，各列について上から下に狭義単調増加となるとき，それを標準盤（standard tableau）とい

う．また盤であって，各行に関しては広義単調増加（従って重複した同じ整数値が現れてもよい）で，各列は

狭義単調増加であるとき，それを半標準盤（semi-standard tableau）という．ドミノ盤についても同様に定義

する．

1 2 2 3
2 3 4
4

1 3 4 6
2 7 8
5

半標準盤 標準盤

5

2

1

4

3 3

1
3

8

2

1

6

4 5

3
7

半標準ドミノ盤 標準ドミノ盤
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A 型ワイル群 W(An) = Sn のときは，各既約表現はサイズが nのヤング図形（分割）で分類され，その表

現空間の基底として標準盤をとることができる．表現の作用によって標準版は数字盤に移るが，straightening

lawと呼ばれるアルゴリズムを用いて，これを標準盤の 1次結合に書き表すことができる（たとえば [3] を参

照）．C型ワイル群W(Cn)については後で示すように，標準ドミノ盤を表現空間の基底にとることができるか

ら，ドミノ数字盤に対して straightening lawのようなアルゴリズムがあると期待される．

さてW :=W(Cn)の既約表現は

IndW
(Z2≀Sp)×(Z2≀Sq)(Ctriv ≀ Sλ � Csgn ≀ Sµ) (p+ q = n, λ ⊢ p, µ ⊢ q)

（ただし Sν は分割 ν ⊢ nに対応するの Specht加群）で与えられ，その各既約表現の次元は

dim IndW
(Z2≀Sp)×(Z2≀Sq)(Ctriv ≀ Sλ � Csgn ≀ Sµ) =

n!
p!q!

dimSλ · dimSµ =
n!

p!q!
· f λ · f µ

（ただし dimSλ = f λ）である．（たとえば岡田 [13]を参照．）

一方 Fomin-Stanton([2])によれば，2つの標準盤の組で要素が互い交わりのないものの全体と標準ドミノ盤

の全体は全単射対応していることがわかる．

(STab× STab)◦ ←→ SDT

（ここで STabは標準盤の全体，SDTはドミノ標準盤の全体，(STab×STab)◦ = {(S,T) ∈ STab×STab| Sと T は

共通の要素をもたない }を表す．）従って表現空間の基底として自然に標準ドミノ盤の全体を取ることができ
ると考えられる．

我々は Sn(⊂W)の作用で標準ドミノ盤が一般のドミノ数字盤に移される (補題 4.0.2)ことをみて，これを標

準盤で書き表すアルゴリズムを見つけることを研究した．

その方法としてまずドミノ数字盤を 2つの数字盤に分解する．次にその分解されたそれぞれの数字盤を

Specht加群における関係式から，標準盤の 1次結合に書き表す．その書き表す方法として straightening lawが

あり，この部分は [3] を参照した．標準盤の 1次結合で書き表されれば，それぞれの標準盤の組はただひとつ

の標準ドミノ盤を決め，従って標準ドミノ盤で書き表すことができる．

ヤング図形は，その対角線にある箱の個数を数え挙げることによって表示することもできる．例えば次のヤ

ング図形 Y：

Y = ,

0 1 2 3 4
-1 0 1 2
-2 -1 0 1
-3

は (112 3 3211)と表される．ここで はこのヤング図形の主対角線（右の盤で 0の入っている位置）の箱の

個数である．このようにあらわされる列を fairy fequenceと呼ぶ*1．ヤング図形全体は自然な包含関係によっ

て束を成す．その束をヤング束という．Fomin-Stanton[2]は fairy sequenceを用いて，ヤング束の 2つの直積

と 2-分解可能な（2-decomposable*2）ヤング図形（ドミノタイル張りできるヤング図形）の全体が成す束との

間に同型対応があることを証明した．*3

*1 これは Fomin-Stanton([2])による用語である．
*2 これも [2] による用語である．
*3 実際はもっと一般的に k-分解可能の形で述べられている．
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コア r の 2 -分解可能なヤング図形とは次のようなヤング図形である：ヤング図形の左角には長さ r の階段

の形をしたヤング図形があって，残りの部分はドミノタイル張りができるものとなっている．例えば次のヤン

グ図形
× × ×
× ×
×

はコア 3の 2-分解可能なヤング図形である．×がコアの部分を示している．我々は [2] と同様の論法を用いる

ことで，ヤング束の 2つの直積と任意の r ≥ 0の r コアの 2-分解可能なヤング図形（ドミノタイル張りできる

ヤング図形）との間にも同様の対応があることを証明した (定理 2.2.1)．

また任意のヤング図形はある整数 r ≥ 0がただひとつ存在して，r コアの 2-分解可能なヤング図形であるこ

とがわかる．fairy sequenceによる考察で証明を与えれば，直感的にも図形としての対応が理解しやすい．束

としての同型性より r コアのドミノ数字盤の全体 DNr から数字盤の全体 Numの 2組で共通の要素を持たな

いものの全体への写像
Πr : DNr −→ (Num× Num)◦

が得られる．ここで右辺の直積集合の ◦は意味は上に同じで，共通要素をもたない 2組という条件を表す．こ

の Πr を特にコア r の標準ドミノ盤の全体 SDTr に制限することで，標準盤の全体 STabの 2組で互いに共通

の要素を持たないものの全体との間の全単射を導くことがわかる．

(STab× STab)◦ ←→ SDTr

Πr の (S,T) ∈ (Num× Num)◦ におけるファイバー Π−1
r (D) = {D ∈ DNr | πr (S,T) = D}の範囲で，コア r のド

ミノ数字盤 D ∈ DNr の変換について考える．S,T がどちらも標準盤であれば，Dに簡単な操作を繰り返すこ

とで標準ドミノ盤が得られることがわかった (命題 4.0.4)．またこのことは，任意の 2つの（コア r をもった）

ドミノタイル張りはその変換を適切に何回か用いることで，互いに移り合えることをも意味している．

以下各節の内容を説明する．§1.1−§1.4で基本的概念を定義，解説したのち，§1.5で Scḧutzenbergerによる

アルゴリズムを述べ ([6])，それによって定義される自己双対盤とコアが 0または 1の標準ドミノ盤が対応し

ていることを分割の表を用いて説明する．§1.6ではドミノを拡張した概念として k個の箱を持つ k-rim hook

について述べ，Fomin-Stanton ([2])による結果：k-分解可能なヤング図形の全体が成す束と k個のヤング図形

の全体が成す束との間に同型対応があることをみる．また k-分解可能であるかどうかの判定法をマヤ図形を

用いて与える．これをそのままドミノの場合に考察するのが §2であり，§2.1でドミノタイル張り，コアの概
念を述べたのち，§2.2ではコア r のドミノタイル張り可能なヤング図形の全体とヤング束の直積が束として

の同型であることをマヤ図形を用いて証明する．この結果は [6] に言及されているが，完全な証明は書かれて

いない．次に §2.3で Fomin-Stanton ([2])による fairy sequenceを用いたコア r の場合の別証明を与える．そ

の証明によって互いに対応し合う図形がより直感的に理解される．それをもとにして，コア r のドミノ盤を

2つの盤に分解する写像を詳細に考察する．§3でドミノ挿入 (domino insertion)を用いたドミノ盤に関する

Robinson-Schensted対応を述べる．これは主に [8, 5, 7]を参考にした．§3.1で標準ドミノ盤を，§3.2で半標
準ドミノ盤に対する Robinson-Schensted対応を説明する．§3.3で今までの重要な対応を結果だけまとめた．
最後に §4でドミノ盤を用いてワイル群W = Z2 ≀Sn = Sn n (Z2)nの表現論について考察する．
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1 Young Tableaux

1.1 分割とヤング図形

定義 1.1.1.非負整数 nに対して λが nの分割であるとは，いくつかの非負整数の列 λ = (λ1, λ2, . . . , λk)で

λ1 + λ2 + · · · + λk = n, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk ≥ 0

となるものをいう．ただし最後の項に 0がいくつか並んだものはそれらを取り去ったものと同一視することに

し，0の分割はただ一つの項から成る (0)のみとする．このとき，

| λ | =
∞∑

i=1

λi = n

とおき，λが nの分割であることを λ ⊢ nと表す．分割の全体を Pで表し，特に整数 n ≥ 0の分割の全体を Pn

で表す．

定義 1.1.2.平面上にいくつかの単位正方形（箱と呼ぶことにする）を左端をそろえて，上から下に向かって各

行（つまり横の並び)の箱の個数が広義単調減少するように隙間なく並べてできる箱の集まりからなる図形を，

ヤング図形（Young diagram）という．特にまったく箱がないものもヤング図形と考えて記号 ∅で表す．ヤン
グ図形の全体を Yで表す*4．またヤング図形の i 行目とは，上から i 番目にある，横方向にひとつに連なった

箱の集合であり， j 列目とは，左から j 番目にある，縦方向にひとつに連なった箱の集合を指す．i 行目にあっ

てかつ j 列目にもある箱を i 行 j 列目の箱，またはその箱自身を (i, j)で表す．この座標表示によって Yの元

を N2へ自然に埋め込んだとき，ヤング図形を N2の部分集合とみて，集合の包含関係 ⊂やその他諸々の集合
の演算等を定義する．例えば 2つのヤング図形 Y1, Y2について

Y1 ⊂ Y2 ⇐⇒ s ∈ Y1 ならば s ∈ Y2

などである．

命題 1.1.3.分割の全体 Pとヤング図形の全体 Yの間には全単射が存在する．その対応は：

P ∋ λ = (λ1, λ2, . . . , λk) 7−→ Y(λ) = (第 i 行目に λi 個の箱を並べたもの (1 ≤ i ≤ k)) ∈ Y

例 1.1.4. (4, 3,1)←→ (7,4,4,3,1)←→ (3,3,3,3)←→

この命題による全単射 Yを通じて，Y(λ)を shapeλのヤング図形という言い方で表す．また λ ⊂ µである
とは Y(λ) ⊂ Y(µ)であること，すなわち λ = (λ1, . . . , λk), µ = (µ1, . . . , µk)と 0が現れること許して同じ長さだ

けの成分で表示したときに λi ≥ µi (∀i = 1,2, . . . , k)であることを意味する．

定義 1.1.5. • shapeλのヤング図形に対して，Y(λ)の凸角 sとは，sの右および下に λの箱は存在しない

ような箱 sのことをいう．

*4 ここでは単なる集合としての記号であるが，後にある順序による束としての空間を指し示すことになる．
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• これに対して Y(λ)の凹角 sとは，λの箱ではなく，sが 1行目にあるときは sに隣接する左の箱が sが

1列目にあるときは sに隣接する上の箱が，sがそのどちらでもないときは sに隣接する上および左の

箱が，λの箱であるときにいう．

• 2つの箱 s, tについて，

s▹ t ⇐⇒ s= (i, j)ならば，t = (i, j + 1)または t = (i + 1, j)

と定義する．

• Y(λ)の外縁線とはヤング図形 Y(λ)の外の折れ線部分を指す．

例 1.1.6.下の shape (4,3,1)のヤング図形について ◦が凸角，×が凹角，太線がその外縁線を表す．

×
◦ ×

×
×

◦
◦

定義 1.1.7. λ と µ で λ ⊃ µ であるような 2つのヤング図形 Y(λ),Y(µ) に対して，箱の集まり Y(λ) − Y(µ) を

shapeが λ − µの（skew Young diagram）といい，これを

Y(λ − µ) = Y(λ) − Y(µ)

で表す．また単に λ − µの skew shapeということもある．| λ − µ | = (λ − µの箱の個数)とおく．

例 1.1.8. λ = (4,3,1,1), µ = (2,1)のとき

Y(λ) = ， Y(µ) = ， Y(λ − µ) =

であって，|λ − µ| = 6となる．

以下は整数の分割に対する母関数表示である．また [1] には整数の分割に関するさまざまな母関数が紹介さ

れていて面白い．

命題 1.1.9. p(n) = #Pnとおいてこれを分割関数と呼ぶ．分割関数 {p(n) | n ≥ 0}の母関数を f (x) =
∑∞

n=0 p(n)xn

とおく．このとき f (x)は，

f (x) =
∞∏

i=1

1
1− xi

と表される．

Proof.
1

1− xi
= 1+ xi + xi+i + xi+i+i + · · · であるから，

(右辺) = (1+ x+ x1+1 + · · · )(1+ x2 + x2+2 + · · · )(1+ x3 + x3+3 + · · · ) · · ·

を展開すると xnの係数は nの分割の全体の個数 p(n)に等しい．例えば 4の分割は

(1, 1,1,1), (2,1, 1), (2,2), (3,1), (4)
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で，それぞれ次のような展開と対応している．

x1+1+1+1, x2x1+1, x2+2, x3x1, x4

�

1.2 マヤ図形

定義 1.2.1. (x1x2 · · · )および (y1y2 · · · )を 0,1から成る数列とし，i が十分大ならば xi = 0, yi = 1と仮定する．

このとき数列
[· · · 111· · · y3y2y1x1x2x3 · · · 000· · · ]

をマヤ図形という*5．マヤ図形全体をMで表す．

命題 1.2.2.任意のマヤ図形 m ∈ Mに対して

m= [· · · y3y2y1x1x2x3 · · · ]

で y1と x1の間を境に，左側の列 (· · · y3y2y1)の 0の個数と右側の列 (x1x2x3 · · · )の 1の個数が等しくなるよう

な番号付がただひとつ存在する．y1と x1の間の位置を mの中央線といい，中央線を明示するときは記号 ∥を
用いて

m= [· · · y3y2y1 ∥ x1x2x3 · · · ]

で表記する．

Proof. マヤ図形m ∈ Mを考える．mに現れる連続する 2つの文字の間を境に左側にある 0の個数と右側にあ

る 1の個数の差は，その境目をひとつ左にずらしたところでのそれより 1だけ増える．従って境目を十分左側

を取ればこの値は負数 −k (k > 0)になり，mは無限列であるからその境目より右に kだけずらした境目は丁

度 0となる．また中央線の一意性はこの考察から明らかである． �

命題 1.2.3.マヤ図形全体Mとヤング図形の全体 Yの間に全単射が存在する．その対応M ∋ m 7→ Y(m) ∈ Y
は次の通りである：

0 7→ 縦線,1 7→ 横線,として 0, 1をヤング図形の外縁線に対応させる．

さらにマヤ図形の中央線はこの対応においてヤング図形の主対角線とその外縁線の共通部分（一頂点）に対応

する．

例 1.2.4.

M ∋ [. . . 11101001∥ 01101000. . . ] ←→

×
×
× ∈ Y

（×は主対角線を表す）特に，
M ∋ [. . . 1111∥ 0000. . . ] ←→ ∅ ∈ Y

であるからこのマヤ図形 [. . . 1111∥ 0000. . . ] を自明なマヤ図形という．

*5 マヤ図形（Maya diagram）は佐藤幹夫氏による用語で，たとえば [14]には数列ではなく（本当に）図形で出てくる
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1.3 Fairy Sequence

定義 1.3.1.写像 F : Z −→ Zで次の性質を満たすものを fairy sequenceという：

1. F(i) ≥ F( j) (0 ≤ i ≤ j のとき)

2. F(i) ≤ F( j) (i ≤ j ≤ 0のとき)

3. | F(i) − F(i − 1) | ≤ 1 (∀i ∈ Z)

4. F(i) = 0 (| i |が十分大きいとき)

fairy sequenceの全体を F で表す．

例 1.3.2.
F = (. . . , 0,0,1,2,2,3,4,5, 5 ,4,4,3,2,1,1,0,0, . . . )

ここで は 0の位置を示す．以後このようにして表すことがある．

命題 1.3.3. F ∈ F に対して Y ∈ Yを，（Yの第 x対角線は F(x)個の箱からできる）と定義する．この対応

F ∋ F 7−→ Y ∈ Y

は fairy sequenceの全体 F とヤング図形全体 Y の間の全単射である．ここで Y の第 x 対角線とは集合

{(i, j) ∈ Y | j − i = x}を指す．

例 1.3.4.

F = (. . . , 0,0,1,2, 2,3,4,5, 5 ,4,4,3, 2,1,1,0,0, . . . )←→

1.4 ヤング束とヤング盤

命題 1.4.1. (Y,⊂)は束となる．これをヤング束（Young lattice）といい，以後単に Yで表記する．

Proof. posetであることは N2の部分順序集合であるから．また λ, µ ∈ Yとすると，その 2つの上限は λ ∪ µ,

下限は λ ∩ µで与えられる．実際それぞれの分配法則が満たすことは集合の演算として従う． �

定義 1.4.2. λ ∈ Pに対して

λ− = {µ ∈ Y | µ ⊂ λ, | µ | = | λ | − 1}
λ+ = {µ ∈ Y | µ ⊃ λ, | µ | = | λ | + 1}

とおく．

µ ∈ λ− のとき µは λのある凸角をひとつ取り去ってできるヤング図形である．また µ ∈ λ+ のとき µは λの

ある凹角をひとつ付け加えてできるヤング図形である．
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定義 1.4.3. • ヤング図形 Yの各箱に整数値を割り当てた図形 T をヤング盤（Young tableau）または単に

盤（tableau）という．盤の全体を Tabで表す．また整数値を割り当てる前のヤング図形 Yを T の shape

といい，記号で shT と表す．shapeY(λ)の盤の全体を Tab(λ)で，箱の個数が nのヤング図形を shape

にする盤の全体を Tab(n)と表す．（小文字のギリシャ文字を使うときは shapeを,小文字の英文字を用

いるときは箱の個数を表す．）

• 盤であって使われる数値がすべて互いに相異なるとき，数字盤という．その全体を Numで表す．

• 盤であって各箱割り当てられた整数値が各行左から右に向かって広義単調増加，各列上から下に向かっ
て狭義短調増加となるものを半標準盤という．その全体を SSTで表す．

• 数字盤でかつ半標準盤であるものを標準盤という．標準盤の全体を STabで表す．

• 盤 T ∈ Tab(n)に対して，

cont(T) =T の要素すべての重複を込めた多重集合

seq(T) =(t1, t2, . . . , tn) ({t1, . . . , tn} = cont(T) T の要素を重複を込めて単調増加に並べたもの)

と定める．Aが整数を元とする多重集合のとき，Tab(n; A)を n個の箱から成る cont(T) = Aとなる盤 T

の全体を表す．
cont(T) = {T ∈ Tab(n) | cont(T) = A}

• 標準盤 T ∈ STabのとき，

T♭ = (T から T の最大の要素 hをもつ箱を取り去ってできるもの)

とおく．明らかに T♭ は標準盤でその箱の個数は T の箱の個数よりひとつ少ない．

• T ∈ STabとする．chainT = (shT, shT♭, shT♭♭, . . . , ∅)とおき，これを T の鎖という．また k個の連続し

た ♭; T
k 個
♭♭···♭ を Tk♭ で表すことにする．

Tab
⊂ ⊂

SST Num
⊂ ⊂

STab

=

SST∩ Num

T ∈ STab(n)に対してその鎖と要素が定義されたが，逆に T はこれら 2つの情報で決定されることはすぐに

分かる．T の鎖を固定して要素を {1,2, . . . , n}に取り替えたものを T は正規化された（normalized）という．

例 1.4.4.
-4 -2 0
-1 2
4 6

∈ STab(λ), λ = (3,2,2)に対して T を正規化したものは
1 2 4
3 5
6 7

となる

1.5 Schützenbergerのアルゴリズム

ここでは Scḧutzenbergerによる shapeを固定した標準盤の間の変換 Sのアルゴリズムを与える ([6])．その

アルゴリズムは deflationの手続きを基礎にしている．
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定義 1.5.1(deflation). P ∈ STab(n) とする．mを Pの最小の要素とする．まず Pの最小の要素 mを含む箱

（(1,1)の箱）に対して，その要素 mを取り去って空箱にする．そして下の操作に従ってその空箱を shPの凸

角に来るまで動かし，その空箱 sを取り去ってできる盤を T とおく．

操作 空箱に隣接する右の箱と下の箱の要素を比べ，小さい方の箱と空箱を入れ替える．（従ってもとの空箱

にはその小さい方の要素が入る．）ただし右または下の箱のいずれか一方がない場合は箱のある方を選

択する．
2

3
7→ 2

3
3

2
7→ 2 3

このとき T とその最小の要素 m，取り去った凸角 s*6 の 3組を D(P) = (T, s,m)と書いて Pの deflationと呼

ぶ．また P↓ = T と書く．

Dの各操作で空箱を除いた残りの部分は，要素の各行各列の単調増加性が保存される．従って T は標準盤

である．また Dは可逆な操作である．つまり (T, s,m)を与えれば，このアルゴリズムを逆にたどることで標

準盤 Pを復元するがことできる．

定義 1.5.2(inflation). T を標準盤, sを T の凹角, mを T の最小の要素よりも小なる整数とする．Tに sを付け

加えて，次の操作を空箱が (1,1)に来るまで行い，最後にその空箱に要素 mを入れてできる盤を Pとおく．

操作 空箱に隣接する上の箱と左の箱の要素を比べ，要素の大きい方に空箱を動かし，もとの空箱にはその大

きい方の要素を入れる．（従ってもとの空箱にはその大きい方の要素が入る．）ただし上または左の箱

のいずれか一方がない場合は箱のある方を選択する．

2
3

7→ 2
3

3
2

7→
2 3

このとき I (T, s,m) = Pとおく．

定義より，それぞれの操作が互いに逆写像であるから，I, D は互いにそれぞれの逆写像である：

I(D(P)) = P, D(I(T, s,m)) = (T, s,m)

例 1.5.3. P =

1 2 7 11
3 5 9 13
4 6 10
8 1214

のとき．Pの deflationは次のようになる．

2 7 11
3 5 9 13
4 6 10
8 1214

→
2 7 11
3 5 9 13
4 6 10
8 1214

→
2 5 7 11
3 9 13
4 6 10
8 1214

→
2 5 7 11
3 6 9 13
4 10
8 1214

→
2 5 7 11
3 6 9 13
4 10
8 1214

→
2 5 7 11
3 6 9 13
4 1014
8 12

→
2 5 7 11
3 6 9 13
4 1014
8 12

= T

よって D(P) = (T, (4,3),1)である．

命題 1.5.4. P ∈ STab,sを Pの最大の要素をもつ箱とする．

1. (P↓)♭ = (P♭)↓

*6 箱 sは位置（座標）で示す．
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2. shP↓ = shP♭ ⇐⇒ (shP♭ − sh(P♭)↓) ▹ s

Proof. (1) Pの最大の要素 hのある箱 sは shPの凸角にあるため，deflationの操作で箱 sに空箱が来るとした

ら最後のステップである．従って，(a) Pの deflationで空箱が tから s (t ▹ s)に移動するとき，P↓ は箱 tに要

素 hがありこれが最大の要素である．よって (P↓)♭ はさらにその要素 hの箱 sを取り去ることを意味する．一

方 P♭ は Pの箱 sを取り去ってできており，hが Pの最大の要素であったから，(P♭)↓ は Pの deflationにおい

て空箱が sに移動する直前（1ステップ前）までの操作で得られる．従って (P↓)♭ = (P♭)↓ が成り立つ．

また (b) Pの deflationで sに移動することがないとき，各ステップで箱 sの要素は変化せず P↓ の最大の要素

は hでその箱は sである．よって，(P↓)♭ = (P♭)↓ が成り立つ．

(2) (⇒)の証明は (a)と同様の議論である．(⇐)の証明をする．仮定により，Pの deflationでは箱 sに移動す

ることになる．従って hが最大の要素であったから P♭ は Pから sを取り去ることであるので，P↓ と P♭ の

shapeは等しい． �

次に Scḧutzenbergerのアルゴリズムを説明する．P ∈ STab(n)とする．Pを出発点とした deflationを連続し

て行えば列
(P,P↓,P↓↓, . . . , ∅)

が得られる．この列を shapeにしてみればヤング束の鎖が得られる．この鎖と，Pの要素をすべて (−1)倍し

た要素として得られる盤を S(P)と定義する．deflationのはじめの過程で取り去る要素をmとおくと，最後に

到達する空箱はその盤の凸角に来ている．一方要素 mがその盤の最小値であれるから，−mは cont(S(P))の

中で最大である．従って，S(P)の最大の要素が shS(P)の凸角に存在する．従って箱の個数に関する帰納法を

用いて S(P)は標準盤であることがわかる．

定義 1.5.5. P ∈ STab(n), seq(P) = (p1, p2, . . . , pn)とする．このとき S(P)を

chainS(P) = (shP, shP↓, shP↓↓, . . . , shP
(n−1) 個
↓...↓ )

seq(S(P)) = (−pm,−pm−1, . . . ,−p1)

で定義する．このとき S(P)は標準盤である．

例 1.5.6.まず deflationによる列を考えると，

P =
1 2 5 8
3 4 9
6 7

→
2 4 5 8
3 7 9
6

→ 3 4 5 8
6 7 9

→ 4 5 8
6 7 9

→ 5 7 8
6 9

→ 6 7 8
9

→ 7 8
9

→ 8
9
→ 9 → ∅

となっている．このとき seq(S(P)) = (−1,−2,−3,−4,−5,−6,−7,−8,−9)であるから，

→
-1

→
-2 -1

→
-3

-2 -1
→

-3
-4

-2 -1

→
-3

-5 -4
-2 -1

→
-6 -3

-5 -4
-2 -1

→
-7 -6 -3
-5 -4

-2 -1
→

-7 -6 -3
-8 -5 -4
-2 -1

→
-9 -7 -6 -3
-8 -5 -4
-2 -1

= S(P)

このアルゴリズムは可逆的である．Sの逆写像 S′ は次のように定義される．
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定義 1.5.7. T ∈ STab(n), seq(T) = (t1, t2, . . . , tn), si を T の要素が ti である箱とする．{P0,P1, . . . ,Pn}を次のよ
うにして帰納的に定義する.

P0 = ∅
Pi = I(Pi−1, si ,−ti) 1 ≤ ∀i ≤ n

そして S′(T) = Pnとおく.

Sの定義からそれほど自明ではないこととして，次の定理が成り立つ．

定理 1.5.8. Sは対合（involution）である.つまり

S(P) = S′(P), ∀P ∈ STab

ここで定理の証明のために少し定義を行う．

定義 1.5.9. P ∈ STabとする．

P[0,0] = P, P[i, j+1] = P[i, j] ♭, P[i+1, j] = P[i, j]↓

で定義する．この定義の妥当性は命題 1.5.4により保障される.

Proof. P ∈ STab(n) とする．定義から明らかに seq(S(P)) = seq(S′(P)) であるから，chainS(P) = chainS′(P)

を示せばよい. λ[i, j] = shP[i, j] とおく．このとき

chainP = (λ[0,0], λ[0,1], . . . , λ[0,n]) (1)

chainS(P) = (λ[0,0], λ[1,0], . . . , λ[n,0]) (2)

である．このとき S′ の定義で定めた {Pi | 0 ≤ i ≤ n}は

chainPi = (λ[0,n−i] , λ[1,n−i] , . . . , λ[i,n−i]) (∀i = 1,2, . . . , n)

となることが次の補題 1.5.10よりわかる．よって特に i = nとおけば chainS′(P) = chainS(P). �

補題 1.5.10. P ∈ STab(n)とし λ[i, j] = shP[i, j] とおく．また {Pi | 0 ≤ i ≤ n}を Pに対する S′ の定義で与えたも

のとする．このとき，
chainPi = (λ[0,n−i] , λ[1,n−i] , . . . , λ[i,n−i]) (∀i = 1,2, . . . n)

が成り立つ．

Proof. i に関する帰納法で示す．i = 0ならば P0 = ∅より, chainP0 = (∅) = (λ[0,n])で主張が成立する．i −1 ≥ 0

とし i − 1のときは主張が成立すると仮定する．

このとき，shPi
k♭ = λ[k,n−i] が成り立つことを kに関する帰納法で示す．

k = 0のとき，

Pi = I(Pi−1, s,−m) ⇐⇒ D(Pi) = (Pi−1, s,m)

=⇒ Pi
↓ = Pi−1

よって
shPi = shPi−1 + s= λ[0,n−i]
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となり，主張が成立する．

次に k ≥ 0のときに主張は成立すると仮定して，k+ 1のときを示す．

4つの分割の配列 (
λ[k,n−i] λ[k,n−i+1]

λ[k+1,n−i] λ[k+1,n−i+1]

)
(3)

を観察する．上三角の 3つが定まれば，残った 1つの分割は決定されることを示す．

Pi
k♭ = T とおく．従って Pi

(k+1)♭ = T♭ であるから shT♭ を調べればよい．

shT − sh(T↓)♭ = {a, b}

とおく．従って
λ[k,n−i] − λ[k+1,n−i+1] = {a, b} (4)

である．このとき a,bの少なくとも一方は T の最大の要素を含む箱であるから，bをその箱と仮定しても一般

性を失わない．

(I) a ▹ bである（従って {a,b}はドミノの形 , を成す）とき．

shT♭ = shT↓ (命題 1.5.4 (2) (⇐))

= λ[k,n−i+1] (i に関する帰納法の仮定)

= λ[k+1,n−i+1] (再び Pに対する命題 1.5.4 (2) (⇐))

(II) a 6 bである（従って {a,b}はドミノの形を成さない）とき．shT = shT♭ +bと shT = sh(T♭)↓ + (a+b)より

shT♭ = sh(T♭)↓ + a (5)

である．
shT↓ = sh(T♭)↓ + x, shT = shT↓ + y (6)

とおく．shT = shT↓ + y = (shT♭)↓ + x + yよって等式 (5)より x + y = a + b．また命題 1.5.4 (2) (⇒) より

shT♭ , shT↓ であるから x , a．ゆえに x = b, y = aを得る．よって

shT♭ = sh(T♭)↓ + b

つまり
λ[k+1,n−i] = λ[k+1,n−i+1] + b (7)

以上より，

shT♭ = shT − b (bの定義)

= λ[k,n−i] − b (kに関する帰納法の仮定)

= λ[k,n−i] − b− a+ a

= λ[k+1,n−i+1] + a (等式 (4))

= λ[k+1,n−i] (等式 (7))

�
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例 1.5.11. P =
1 2 4
3 5
6

のとき，証明で与えた λ[i, j] = shP[i, j] の表は下のようになる．S(P) =
-6 -3 -1
-5 -2
-4

0 1 2 3 4 5 6

0 ∅

1 ∅

2 ∅

3 ∅

4 ∅

5 ∅

6 ∅

上の定理の証明中の式 (3)に現れる 4つの分割の配列の状況をまとめると，次の定義のタイプ (S1)または

タイプ (S2)のいずれかに分類される．

定義 1.5.12. λ, µ, ∈ κ− ∩ ν+ である 4つの分割の配列

 κ λ

µ ν

は
1. λ = µかつ (λ − ν) ▹ (κ − λ)であるとき，κ − µはドミノになる．このときこの配列はタイプ (S1)である

2. λ , µかつ κ = λ ∪ µ, ν = λ ∩ µであるとき，κ − µはドミノになっていない．このときこの配列はタイ
プ (S2)である

と定義する．これはすべてを尽くしている．

定義 1.5.13. P ∈ STabに対して S(P) = Pのとき，Pを自己双対盤という．

特に Pの要素が整数内の区間 [−n,n] または [−n,n] − {0}を丁度 1回ずつ使われるとき，正規化された自己双

対盤という．

例 1.5.14. shapeが 4以下の分割であるものの (正規化された)自己双対盤

0 , -1 1 ,
-1
1
, -1 0 1 ,

-1
0
1
, -2 -1 1 2 ,

-2
-1
1
2

, -2 -1
1 2

, -2 1
-1 2

自己双対盤 Pを与えれば，(λ[i, j])0≤i, j≤n
i+ j≤n

は対称になる．すなわち λ[i, j] = λ[ j,i] (∀i, j)．実際定義より λ[i,0] = λ[0,i]
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であり，4つの分割の配列の規則により，残りの λ[i, j] が対称性をもつことがわかる．特に λ[i,i+1] = λ[i+1,i] であ

るから，次の 4つの分割の配列 (
λ[i,i] λ[i,i+1]

λ[i+1,i] λ[i+1,i+1]

)
はタイプ (S1)である．よって λ[i,i] − λ[i+1,i+1] = {a,b}は a ▹ bである．この隣り合った 2箱 {a,b}をドミノと呼
ぶ．ドミノの 2箱 a, bが横方向に並んでいる（ ）とき横ドミノ，縦方向に並んでいる（ ）とき縦ドミ

ノと呼ぶ．

定義 1.5.15. λ ∈ Pnに対して，

λ(−−) = {ν ∈ Pn−2 | ∃!µ ∈ Pn−1 : ν ≺ µ ≺ λ}
λ(++) = {ν ∈ Pn+2 | ∃!µ ∈ Pn−1 : λ ≺ µ ≺ ν}

と定義する．また Y(λ) の凸角のドミノ δ とは，δ はドミノで，Y(λ) − δ ∈ λ(−−) であるときにいう．同様に，

Y(λ)の凹角のドミノ δとは，δはドミノで，Y(λ) + δ ∈ λ++ であるときにいう．ここで +は図形としての離散
和（2つの disjointな図形の合併）を表す．

命題 1.5.16.λ(−−) = ∅のとき，階段 Y(λ) = (r, r −1, . . . , 2,1) (∃r ≥ 0)の形になる．ただし r = 0のときは λ = ∅
である．逆にこのような階段の形をした分割 λに対して λ(−−) = ∅が成り立つ．

{ λ ∈ P | λ(−−) = ∅ } = { (r, r − 1, . . . , 2,1) ∈ P | r ≥ 0 }

Proof. (⊃)明らかであるから (⊂)を示す．λ(−−) = ∅とする．Y(λ)が階段の形でなければ

λi = λi+1 > λi+2 または µi = µi+1 > µi+2

ただし µ = tλ (= {(i, j) ∈ N2 | ( j, i) ∈ λ} )となる i が存在する．λi = λi+1 > λi+2 なら (λ1, . . . λi−1, λi − 1, λi+1 −
1, λi+2, . . . )は |λ| − 2の分割で，λ(−−) の元であり，λ(−−) = ∅に反する．µi = µi+1 > µi+2も同様である． �

この高さ r の階段状の分割 (r, r − 1, . . . , 2,1)を r のコアという．

自己双対盤に対して，対角線

{λ[0,0], λ[1,1], . . . , λ[k,k]} (k =

⌊
| λ |
2

⌋
)

について考える．ここで ⌊·⌋は Gauss記号である：⌊x⌋ = min{a ∈ Z | a ≤ x}, x ∈ R

1. λ[0,0] はコアで (0) = ∅または (1) = である．

2. 隣り合った組 (λ[i,i] , λ[i+1,i+1])は 1つのドミノの差がある．

逆にこの 2つの性質を満たす分割の列が与えられたとき，タイプ (S1), (S2)を用いて対称な分割の配列 (λ[i, j])

が得られる．従って正規化された自己双対盤の chain (λ[0,0], λ[0,1], . . . , λ[0,n])が構成される．

定義 1.5.17. D が shapeλ, コア r の標準ドミノ盤であるとは，D は shD = λ の盤で，seq(D) =

(0, 0, . . . 0,d1,d1, . . . , dn,dn) （0 が
r(r − 1)

2
個, di が丁度 2 回ずつ現れる（ただし di , d j (i , j),

2n = | λ | − r(r − 1)
2

））．0は箱 (i, j) (i + j ≤ r + 1)にあり，Dの各行は左から右に向かって，各列は上から下

に向かってそれぞれ広義短調増加であるときにいう．
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特に要素が {0,1, . . . , n}からできるとき正規化された標準ドミノ盤という．
さらにコアが 0または 1である標準ドミノ盤を全標準ドミノ盤（total standard domino tableau）という．

標準ドミノ盤を図で表示するときは各要素は 2回ずつ現れ，同じ要素がドミノを成すことから，ドミノ内に

1つずつ要素を書き下すことにする．

0
0

0 1
2

3 4

5
6

7
8

shape (5,5,4,2,1),コア 2の標準ドミノ盤の例

以上をまとめて，次の定理を得る．

定理 1.5.18. shapeλの正規化された自己双対盤の全体と同じ shapeλの正規化された全標準ドミノ盤の全体は

全単射を与える．

例 1.5.19.

-3 -1 2
-2 1 3

←→ 1
2
3

分割の表は次のようになる．

0 1 2 3 4 5 6

0 ∅

1 ∅

2 ∅

3 ∅

4 ∅

5 ∅

6 ∅

-7 -5 -4 1 3
-6 -2 0 2
-3 4 5 6
-1 7

←→

7
4
2

0 1

5 6

3

分割の表は 17ページのようになる．
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0
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10
11

12
13

14
15

0
∅

1
∅

2
∅

3
∅

4
∅

5
∅

6
∅

7
∅

8
∅

9
∅

10
∅

11
∅

12
∅

13
∅

14
∅

15
∅
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1.6 Rim Hook

前節で標準ドミノ盤の概念を導入したが，これを別の捕らえ方から定義することもできる．その立場から眺

めることで一般のドミノでない対象をも包括する性質が理解される．そのためにこの節では rim hookの概念

を導入し，いくつかの用語の整理とドミノに関係する必要な事実を証明することにする．

定義 1.6.1. skew shapeαが k-rim hookであるとは，|α | = kで，αは箱が辺を通して一繋がりにできており，

各対角線と高々 1個の箱で交わるものをいう．また rim hookとはある kが存在して k-rim hookであるときに

いう．

例 1.6.2. は 6-rim hook．特に 2-rim hookはドミノ , である．

定義 1.6.3. k ≥ 1を固定する．λ, µ ∈ Pで λ − µが k-rim hookであるとする．このとき λ ≻k µで表す．

またある分割の列 (ν1, ν2, . . . , νs) が存在して，λ ≻k ν
1 ≻k · · · ≻k ν

s ≻k µ であるとき λ⊃kµ または µ⊂kλ で

表す．

集合 {λ ∈ P | λ⊃k∅} を RHk で表し，その元を k-分解可能な（k-decomposable*7）ヤング図形という．特に

⊃1は Y上の 2項関係 ⊃と同じ 2項関係である：(RH1,⊃1) = (Y,⊃)である．また (RHk,≻k)は束である．これ

を k-rim hook束（k-rim hook lattice）という．

例 1.6.4.分割 (4,3,1) ⊢ 8に対応するヤング図形は，4-分解可能な（従って 2-分解可能な）ヤング図形であるが，

8-分解不能である．また分割 (7,6,5, 3,3) ⊢ 24に対応するヤング図形は，3-分解可能であるが，2,4,6,8,12,24-

分解不能である．

補題 1.6.5([2]). λ ∈ P，それに対応する fairy sequenceを F = Fλ とおく．

Y(λ)は k-分解可能なヤング図形である ⇐⇒
∑

i≡a (mod k)

F(i) =
∑

j≡b (mod k)

F( j) ∀a,b ∈ {0,1, . . . , r − 1}

次の定理は，[2] の中心的な定理であり，また本論文においても重要な役割を果たす．

定理 1.6.6(Fomin-Stanton[2]). k-rim hook束 RHkとヤング束 Yの k個の直積との間は束として同型である．

Yk � RHk

以下は与えられたヤング図形 (マヤ図形)が k-分解可能であるための判定法を示す．

定義 1.6.7.正整数 kを固定する. マヤ図形全体Mの上に次の 2項関係 ∼kを定義する.

shapeが k-rim hookの skew shapeで，外縁線を左下から右上に向かって 0, 1で読み上げてできる数列 Aと,

内縁線（外縁線とは反対側の折れ線部分）を左下から右上に向かって 0, 1で読み上げてできる数列 Bについ

て，マヤ図形の部分列に Aを Bに，または Bを Aにする変換：

*7 [2] の用語である．
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I [vAw] 7→ [vBw]

II [vBw] 7→ [vAw]

（たとえば k = 4での 4-rim hook なら A = 11010,B = 01011）と，連続する k個の同じ数字を消去

または挿入する変換：

III [vii · · · iw] 7→ [vw] (k個の連続する i ∈ {0,1}を消去)

IV [vw] 7→ [vii · · · iw] (k個の連続する i ∈ {0,1}を挿入)

（ただし, v, wはマヤ図形の部分列）を有限回数用いて 2つのマヤ図形 m1, m2が移りあうとき, m1 ∼r m2で表

す. これはマヤ図形全体の上の同値関係である.

これらの各操作は，もとのマヤ図形（ヤング図形）と変換したあとのマヤ図形（ヤング図形）をそれぞれ対

角線番号を (mod k)で箱に記入したときに，そこに現れるすべての数字は同数ずつ減るか，または増えるの

で，補題 1.6.5より k-分解可能の可能性は保存される．したがって，

補題 1.6.8. 2つのマヤ図形 m1,m2 ∈ Mについて，m1 ∼k m2のとき，

Y(m1)は k-分解可能なヤング図形である ⇐⇒ Y(m2)は k-分解可能なヤング図形である

系 1.6.9.マヤ図形 mに対して対応するヤング図形 Y(m)が k-分解可能 ⇐⇒ m∼k ∅.

特に k = 2においては 2-rim hookはドミノ , を意味し，2-分解可能であることは，ヤング図形のド

ミノタイル張りできることに同義である．またマヤ図形 mの対応するヤング図形がドミノタイル張り可能で

ある必要十分条件は，連続して現れる 2つの同じ数字 (00または 11)を消去していくと，やがて数列が自明な

マヤ図形 [· · · 111000· · · ] となることである．

例 1.6.10. [· · · 1110110001000· · · ] 7→ [· · · 111001000· · · ] 7→ [· · · 111000· · · ]
ただし下線は消去するところを指す．よってこれは 2-分解可能．またもとのマヤ図形に対応するヤング図形

は である．

[· · · 111010010101000· · · ] 7→ [· · · 1110110101000· · · ] 7→ [· · · 1110010100· · · ] 7→ [· · · 11101000· · · ]
よってこれは 2-分解可能ではなく，コアが 1のものを含む（§2でコアを定義する）．またもとのマヤ図形に対

応するヤング図形は である．

k-rim hookの個数に関する母関数は次のようになる．

命題 1.6.11. f (x) =
∑∞

n=0 p(n)xn（分割関数 p(n)の母関数）とする．

qk(n) = #{ρ ∈ P | Y(ρ)は n個の k-rim hookから成る k-分解可能なヤング図形 }

に対して，その母関数 g(x) =
∑∞

n=0 qk(n)xnは

g(x) = f (x)k =

∞∏
i=1

1
(1− xi)k
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で与えられる．

Proof. f (x)kの xnの係数は命題 1.1.9によって∑
n1+···+nk=n

p(n1)p(n2) · · · p(nk)

で与えられる．これは定理 1.6.6よりこれは qk(n)に等しい． �

2 Domino Tableaux

2.1 ドミノタイル張り問題

与えられたヤング図形がドミノタイル張り可能であるかどうかを判定するには，前節で述べた k-rim hook

の判定法を k = 2の場合に適用すればよい．k = 2の場合は基本関係が III だけで十分で，より単純で素早く判

定することができる．つまり，

系 2.1.1. λ がドミノタイル張り可能である必要十分条件は，対応するマヤ図形 mλ に 2個連続して現れる同

じ数字（00または 11）を消去することを有限回施して自明なマヤ図形 [· · · 111000· · · ] に変換できることで
ある．

一般には III だけを用いれば，mλ ∼2 [· · · 1110101· · · 01000· · · ]（01が r 個連続して並んでいるもの）の形

に変換され，この右辺のマヤ図形はこれ以上このような変換を施しても変わらない．このマヤ図形に対応する

分割は，(r, r − 1, r − 2, · · · ,2,1)で，また対応するヤング図形は長さ r の階段である．この分割を θr で表す．

このとき Y(λ)のコアは r であるという．さて任意に λ ∈ Pを取り，Y(λ)のコアが r であるとする．このとき

skew shapeλ − θr のドミノによるタイル張りの方法は何通りあるかを考えたい．ここではドミノタイル張りす

るもとの図形は，ヤング図形や skew shapeから成るものでなくても，もっと一般的な任意の箱の図形から成る

ものでよい．各 λ − θr の箱を頂点，隣接する箱はその 2頂点間の辺として対応させてできるグラフG = (V,E)

を考える．ここで V は Gの頂点の集合で #V = | λ − θr |を満たし，Eは辺の集合である．λ − θr の (i, j)の位

置にある箱に対応するGの頂点を vi j ∈ Vとおき，

V0 = {vi j ∈ V | i + j ≡ 0 (mod 2)}, V1 = {vi j ∈ V | i + j ≡ 1 (mod 2)}

とおけば，V = V0
⊔

V1 (disjoint union)でGのすべての辺は V0の頂点と V1の頂点を組にして得られる．つま

り Gは 2部グラフである．さて与えられた図形をドミノタイル張りすることを，グラフ Gを用いて表せば，

Eの部分集合 Dであって，#D = #V0 = #V1 =
1
2

#Vかつ

任意の e ∈ Dに対して，e= {v0, v1}となる vi ∈ Vi (i = 0, 1)が取れて，v0, v1を含む Dの辺は eだけで

ある，

となるGの部分グラフ G′ = (V,D)を定めることと同値である．したがってこのような Gの部分グラフ G′ の

個数を求めればよい．グラフ理論ではこのような部分グラフは完全マッチング（perfect matching）とよばれて

いる．以後 [4, 12]を参考にして完全マッチングの個数を求める*8．

*8 物理の世界では 2つの頂点を 1つの辺で結ばれた図形のことをダイマー（dimer（二量体：同種の分子が 2分子結合して生じたも
の））と呼ばれていおり，完全マッチングの個数を求める問題をダイマー問題という．また [4] ではパフィアン（Pfaffian）を用いて
与えているが，ここではドミノタイル張り問題を解くことを優先して，行列のサイズが半分になるように行列式で考察を与えた．
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与えられた図形から上記のようにして 2部グラフG = (V0 ⊔ V1,E)を作る．

V0 = {v1, v2, . . . , vk}, V1 = {v1′ , v2′ , . . . , vk′ }

とおく．つまり V0,V1の頂点にそれぞれ任意に番号をつける．V1には ′をつけて番号付けをしたことに注意．
次に k次正方行列 D = (d(i, j))1≤i, j≤kを次のようにして定義する．

d(i, j) =


0 ({vi , v j′ }) < Eのとき)

±z1 ({vi , v j′ } ∈ E, {vi , v j′ }は横向きの辺)

±z2 ({vi , v j′ } ∈ E, {vi , v j′ }は縦向きの辺)

(8)

ここで ±の指定は後で行う．このとき，

detD =
∑
σ∈Sk

sgn(σ)d(1, σ(1))d(2, σ(2)) · · · d(k, σ(k))

（ただし Skは k次対称群）について
∑
の展開で現れる 0でない単項式

sgn(σ)d(1, σ(1))d(2, σ(2)) · · · d(k, σ(k))

に対してグラフ
G′ = (V,E′), E′ = {{v1, vσ(1)′ }, {v2, vσ(2)′ }, . . . , {vk, vσ(k)′ }}

を対応させる．式 (8)より，このグラフはGの完全マッチングを与える．逆にGの完全マッチングG′ = (V,E′)

を与えると，E′ = {{v1, v j1′ }, {v2, v j2′ }, . . . , {vk, v jk′ }}に対して置換 σを

σ =

(
1 2· · · k
j1 j2· · · jk

)
∈ Sk

と定義し，単項式
sgn(σ)d(1, σ(1))d(2, σ(2)) · · · d(k, σ(k))

に対応させれば，これは 0ではない．従って 0でない単項式の全体とGの完全マッチングの全体は 1 : 1に対

応している．ゆえに形式的には，各項の符号を考えないように絶対値をつけたもの：∑
σ∈Sk

| sgn(σ)d(1, σ(1))d(2, σ(2)) · · · d(k, σ(k)) | =
∑
σ∈Sk

| d(1, σ(1))d(2, σ(2)) · · · d(k, σ(k)) |

に z1 = z2 = 1を代入すれば，求める完全マッチングの総数が計算される．これを行列式 detD自身で書き表

すために，式 (8)の ±z1および ±z2の符号をうまく選択して，detDの単項式がすべて同符号となるようにす

れば，| detD |で求められる．
グラフ Gの辺 Eにそれぞれ向きをつけて有向グラフを定めたとする．図で表示するときは有向辺の向きは

矢印で表し，矢印の向きと有向辺の向きは一致するようにとる．

各有向辺 (vi , v j′) に対して対応する D の要素 d(i, j) の符号を正と定める．逆に d(i, j) に符号を与えれば，

d(i,j) の符号が正であるときに，辺 {vi , v j′ } を有向辺 (vi , v j′) と定め，符号が負であれば，辺 {vi , v j′ } を有向辺
(v j′ , vi)と定めれば，有向グラフが得られる．つまり符号を与えることは有向グラフの構造を与えることに等

しい．

さて G の各辺を有向辺にすることで有向グラフ G̃ を与えたとする．G の 2 つの完全マッチング G1 =

(V0 ⊔ V1,E1),G2 = (V0 ⊔ V1,E2)に対して対応する単項式をそれぞれ

m1(z1, z2) = sgn(σ1)d(1, σ1(1))d(2, σ1(2)) · · · d(k, σ1(k))

m2(z1, z2) = sgn(σ2)d(1, σ2(1))d(2, σ2(2)) · · · d(k, σ2(k))
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とおく．G̃1, G̃2をそれぞれ G̃の部分有向グラフで，それぞれ有向辺を無向辺としたときに G1,G2になるもの

とおく．（以後同様にしてチルダ ·̃は G̃の部分有向グラフとし，Gの部分グラフはチルダを取り去って表すこ

とにする．）この 2つの単項式の符号が互いに等しいとすると，G̃1の V1から V0に向かう有向辺の個数を c1,

G̃2の V1から V0に向かう有向辺の個数を c2とおくとき

sgn(σ1) = −sgn(σ2) =⇒ c1 . c2

sgn(σ2) = sgn(σ2) =⇒ c1 ≡ c2

である．ただし ≡は 2を法として考えており，以後この意味で使うことにする．G1と G2を合わせてできる

グラフ T(G1,G2) = (V0 ⊔ V1,E1 ∪ E2)をG1, G2の遷移グラフ（transition graph）という．

例 2.1.2.

G1 G2d t d t d t
t d t d t d
d t d t d t
t d t d t d

d t d t d t
t d t d t d
d t d t d t
t d t d t d

T(G1,G2)d t d t d t
t d t d t d
d t d t d t
t d t d t d

補題 2.1.3.上の G1, G2の遷移グラフ T(G1,G2)がただひとつの閉路（ただしここでは単純閉路：つまり自己

交差しない閉路）からできているとする．このとき，{
k ≡ 0 =⇒ sgn(σ1) = −sgn(σ2)
k ≡ 1 =⇒ sgn(σ1) = sgn(σ2)

である．ここで k =
1
2

#V =
1
2

(#V0 + #V1) = #E1 = #E2である．

Proof. 頂点の番号の付け方は本質的ではないので，特に G1の辺を {{v1, v1′ }, {v2, v2′ }, . . . , {vk, vk′ }}，G2の辺を

{{v1, vk′ }, {v2, v1′ }, . . . , {vk, v(k−1)′ }} とおくことができる．このとき G1 の対応する置換は恒等置換であるからそ

の符号は正である．一方G2に対応する置換は(
123. . . k
k12. . .k− 1

)
= (k,1)(k,2) · · · (k, k− 1)

である．ただし (i, j)は i と j の互換を表す．k− 1個の互換の積であらわされるから，これで補題が成り立つ

ことがわかる． �
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さて Gから Gの閉路 Cを取り除いた Gの部分グラフ (V − v(C),E − e(C))に，完全マッチングが存在する

ような閉路 Cの全体を CG とおく．

CG = {C : Gの閉路 | (V − v(C), )E − e(C))に完全マッチングが存在する }

Gの任意の 2つの完全マッチング G1,G2について，それらの遷移グラフを考えることにより次の定理が成り

立つ．

定理 2.1.4.次の (1), (2)は互いに同値である：

(1) G̃の任意の 2つの完全マッチングG1,G2について，対応するそれぞれの単項式の符号は一致している．

(2) G̃の任意のC ∈ Cに対してCの任意の頂点から任意の向きに出発して一巡して戻ってくる道（path）に

ついて，この向きを順向きと呼ぶとき，

(G̃の順向きの矢印の個数) ≡ (逆向きの矢印の個数 ) ≡ 1

である．

Proof. (1) =⇒ (2)

C ∈ C とする．C の頂点 v(C) を {w1,w2, . . . ,w2s}， 辺 e(C) を {{w1,w2}, {w2,w3}, . . . {w2s,w1}} とおく．C

は G の閉路であるから頂点の個数（= 辺の個数）は偶数であることに注意．G1 = (V0 ⊔ V1, F ⊔ E1),G2 =

(V0⊔V1, F ⊔ E2)を T(G1,G2)の閉路がC = E1⊔ E2となるようにとり，F ⊂ E−Cをグラフ (V − v(C),E−C)

の perfect mathcingとなるようにとる．たとえばここでは E1 = {{w1,w2}, {w3,w4}, . . . , {w2s−1,w2s},E2 =

{{w2,w3}, {w4,w5}, . . . , {w2s,w1}}，またCの定義からCの外側に perfect matchigが存在し，それを一つ選んで，

そのグラフから成る辺の集合を F とおけばよい．仮定より G̃1, G̃2 に対応する単項式の符号がそれぞれ等し

い．共通辺以外の部分の矢印の向き（C̃内の有向辺）の個数を調べることで，それぞれの符号の寄与をみる．

H̃1 = G̃1 ∩ C̃, H̃2 = G̃2 ∩ C̃とおく．

H̃1の V0から V1に向かう有向辺の個数を a1, H̃2の V0から V1に向かう有向辺の個数を a2

H̃1の V1から V0に向かう有向辺の個数を b1, H̃2の V1から V0に向かう有向辺の個数を b2

とおく．Cの任意の頂点 vを選び，vから出発し，Cを一周して vに戻ってくる道の向きを固定する．v ∈ V0

と仮定しても一般性を失わない．またこの道で出発点 vから次に通る辺が G1の辺と仮定しても一般性を失わ

ない．この道の向きを順向きと呼ぶ．

H̃1における順向きの矢印は V0から V1に向かう有向辺であり，H̃2における順向きの矢印は V1から V0に

向かう有向辺である．従ってCにおける順向きの矢印の個数は a1 + b2となり，逆向きの矢印の個数は a2 + b1

となる．よって s≡ 0[または 1]ならば

a1 ≡ b1 (∵ s≡ 0) [a1 . b1 (∵ s≡ 1)]

b1 . b2 (∵ 補題 2.1.3) [b1 ≡ b2 (∵補題 2.1.3)]

ゆえに

a1 + b2 ≡ b1 + b2 ≡ 1 [a1 + b2 ≡ (b1 + 1)+ b2 ≡ 1]

また順向きと逆向きの全体は閉路の長さ 2sであるから，a1 + b2 ≡ a2 + b1は明らかである．
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(2) =⇒ (1)

Gの 2つの完全マッチング G1,G2を取り，それぞれの対応する単項式を m1 = m1(z1, z2),m2 = m2(z1, z2)と

おく．G1,G2 の遷移グラフ T = T(G1,G2) の 2重辺に対応する m1,m2 の因子は同じだから，それ以外の部

分，つまり T の閉路について考える．T の閉路は一般には複数ある．どの T の閉路についても m1,m2 の因

子となる項の符号は一致することを示せば証明が終わる．そこでまず T の任意の閉路を Cとおく．定義より

明らかに C ∈ Cであり，従って仮定を満たす閉路である．この Cについて前半の証明のようにして 2つの完

全マッチング（前半における G1,G2 に相当するもの）を作る．ここではそれらを I1, I2 とおく．I1, I2 につい

て定理の主張を証明すればよいことになる．Cの長さを 2sとおく．s ≡ 0[または 1]のとき，補題 2.1.3より

b1 . b2 [b1 ≡ b2] を示せばよい．

a1 ≡ [.]b1 (∵ s≡ 0[1])

a1 + b2 ≡ 1 (∵ もとの仮定 (2))

より次式が従う．
b1 + b2 ≡ a1 + b2 ≡ 1 [b1 + b2 ≡ (a1 + 1)+ b2 ≡ 0]

�

例 2.1.5. shapeが (5,5,2,2)のヤング図形について，ドミノタイル張りの総数を求める．

図のように頂点に番号と有向辺をつける．この矢印の置き方は定理 2.1.4により，どの閉路（ただしその閉路

を除いたところが完全マッチングなものがとれるもの）を選んでも，その閉路の任意の頂点から出発して閉路

上を一周すると，順向きの矢印の個数と逆向きの矢印の個数はどちらも奇数個ずつあるようにつけている*9．

t d
d t
t d
d t

t
d

d
t

t
d

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

6

6

6 6

?

?

? ? ?

1′

2′

3′ 4′ 5′

6′7′

1

2

3

7

4

56

これについて行列 Dを求めると， 

−z1 z2 0 0 0 0 0
z2 z1 −z2 0 0 0 0
0 −z2 −z1 z1 0 0 z2

0 0 0 −z1 z1 z2 0
0 0 0 0 z2 −z1 0
0 0 0 z2 0 z1 −z1

0 0 z2 0 0 0 z1


タイル張りの総数を求めるので，z1 = z2 = 1とおいて，行列式の絶対値を計算すると 24通りとわかる．

*9 [4] には長方形の場合の矢印の決め方が提示されている．ここではその部分有効グラフとみて矢印を定めている．
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2.2 マヤ図形を用いた定理 2.2.1の証明

コア r の 2-分解可能なヤング図形の全体を DPr とおく．

DPr = {λ ∈ P | λ ⊃2 θr }

特に DP0 = RH2である．DPr は ⊃2を順序に束となる．

次の定理は van Leewenの [6] にあるが，完全な証明は書かれていないが，その定理の証明の概要はマヤ図

形を用いて述べられている．そこで本節ではその証明を，[6] の方針に従って行う．

定理 2.2.1([6]). 任意の非負整数 r ≥ 0に対して,コア r のヤング図形の全体が成す束 DPr と 2つのヤング束

の直積に束として同型である．
DPr � Y × Y

Proof. ρ ∈ DPr，そのマヤ図形を mρ = [· · · y3y2y1 ∥ x1x2x3 · · · ] とする．（ ∥は中央線の意味．）この mρ に対し

て次のようなマヤ図形の組を対応させる：

m1 = [· · · y5y3y1x2x4x6 · · · ], m2 = [· · · y6y4y2x1x3x5 · · · ]

つまりもとのマヤ図形mρ の中央線 ∥のすぐ左手にある文字 y1を基準に，ひとつおきに連続して読み上げたも

のが m1で，残ったものが m2である．これらがマヤ図形であることはすぐにわかる．m1,m2に対応する分割

をそれぞれ λ, µとおく．この写像 Γr : ρ 7−→ (λ, µ)が束としての同型であることを示す．mρ に基本変形 I のみ

を施すことはすなわち，
0 x1 7→ 1 x0 (x = 0,1)

となると置き換えることであり，これは Y(ρ) の凸角のドミノを 1つ消し去ることを意味する．たとえば

001 7→ 100は縦ドミノを取り除くことに相当する．

-6
6
7−→ 6

6
-

一方この置き換えは，Y(λ)または Y(µ)のいずれか一方では 01 7→ 10であるから，これは凸角を一つ消し去る

変換である．
-6 7−→ 6

-

よって Γr は準同型である．

次に逆写像を持つことを見るために mλ および mµ の中央線がどこにあるか調べる．この基本変形 I はそ

れぞれの中央線の位置は保存する．従って mρ∼2[· · · 11101010· · · 01000· · · ] (01が r 個) であるとき，この右

辺のマヤ図形を見て mλ および mµ の中央線を計算すると，mλ の中央線はその y1 と x2 の間の位置から左に

(−1)r−1

[
r + 1

2

]
だけずれた位置にある．同様にmµの中央線はその y2と x1の間の位置から右に (−1)r−1

[
r + 1

2

]
だけずれた位置にある．従って逆写像は，Y(λ)および Y(µ)が与えられたとき，対応するマヤ図形をそれぞれ

mλ = [· · · b3b2b1 ∥ a1a2a3 · · · ], mµ = [· · · d3d2d1 ∥ c1c2c3 · · · ]

とおいて，以下のようにして mρ を構成すればよい：

mρ = [· · · ⃝ △ ⃝ △⃝ △⃝ ∥ △ ⃝ △⃝ △⃝ △ · · · ]
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⃝ には mλ の列の要素を △ には mµ の列の要素を記入する．ただし ∥ の位置より部分列 mλ 内で左に

(−1)r−1

[
r + 1

2

]
だけずれたところに，そして（対称的に）∥の位置より部分列 mµ 内で右に (−1)r−1

[
r + 1

2

]
だ

けずれたところにそれぞれの中央線が来るように記入する． �

例 2.2.2.分割 ρ = (4,3,2,2)のとき，マヤ図形はmρ = [· · · 11100110101000· · · ] であるから r = 2で定理 2.2.1

の証明で与えた対応は次のようになる．

mρ = [· · · 1110011∥ 0101000· · · ] 7−→ (mλ = [· · · 111011∥ 1000· · · ],mµ = [· · · 1110∥ 1000· · · ])

Y(ρ) = ←→ (Y(λ),Y(µ)) =

 ,


例 2.2.3.分割 λ = (3,2), µ = (2,1, 1)のときの r = 3に対する対応は次のようになる．

(mλ = [· · · 11100∥ 101000· · · ],mµ = [· · · 111011∥ 01000· · · ]) 7−→ mρ = [· · · 1110101100∥ 1110001000· · · ]

(Y(λ),Y(µ)) =

 ,

←→ Y(ρ) =

定義 2.2.4. • コア r のヤング図形からコアの部分 θr を除いたところにドミノタイル張りが与えられ，こ

のとき各ドミノに整数値を 1つ入れ，コアの各箱には整数 0を入れてできる図形をコア r のドミノ盤

（domino tableau）という．コア r のドミノ盤の全体を DTr で表す．

D ∈ DTr のとき，Dの土台となるヤング図形に対応する分割を Dの shapeといい，sh(D)で表す．各ド

ミノに割り当てられた数をそのドミノの要素といい，Dの要素を重複を込めて考えた集合を cont(D)で

表す．ドミノ盤はドミノタイル張りが変われば要素が同じでも別のドミノ盤であることに注意．例えば

次の 2つのドミノ盤は等しくない．

1 1
1
1

• DNr = {D ∈ DTr | Dの要素はすべて互いに相異なる．} とおき，D ∈ DNr をドミノ数字盤（domino

numbering）と呼ぶ．

• SSDTr = {D ∈ DTr | Dは各行広義単調増加，各列狭義単調増加．}とおき，D ∈ SSDTr を半標準ドミノ

盤（semi-standard domino tableau）と呼ぶ．

1 1
1
1

半標準ドミノ盤 半標準ドミノ盤ではない

• SDTr = {D ∈ DNr |Dは各行各列狭義単調増加．} = SSDTr ∩ DNr とおき，D ∈ SDTr を標準ドミノ盤

（standard domino tableau）と呼ぶ．

以上の集合において，shapeや箱の個数などを仮定して考えるときはいつものように，例えば

DTr (λ) = {D ∈ DTr | sh(D) = λ}

などとして使うことにする．
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DT
⊂ ⊂

SSDT DN
⊂ ⊂

SDT

=

SSDT∩ DN

例 2.2.5.

3

1

2

2

2

1

2
2

4

6

2

0

1
5

4
7
3

3

1

0
0

6
5

1

0

4

2

6

3
2

2

0
0
0

6

4
0
0

10
9

3
0

8

1

11

7
5

コア 0の コア 1の コア 2の コア 3の
ドミノ盤 ドミノ数字盤 半標準ドミノ盤 標準ドミノ盤

D ∈ DTr とする．Dの各ドミノを構成している 2つの箱には同じ要素を入れ，Dのコアの部分はそのまま

その箱に 0を入れることで盤が得られる．この自然な写像を ψ : DTr −→ Tabとおくと，明らかにこれを DNr

に制限した写像；
ψ
∣∣∣
DNr

: DNr −→ Tab

は単射であり，従って定義 1.5.17で与えた標準ドミノ盤と再定義した定義 2.2.4の標準ドミノ盤は全単射で対

応している．（だからこそドミノタイル張りの図形を使って標準ドミノ盤を表していた．）

D ∈ DTr，Γr : shD 7→ (λ, µ)とすると，Dのドミノのうち，Dの凸角のドミノ δを Dからひとつ取り去れば，

やはりドミノ盤で，定理 2.2.1より δに対応する箱が決定する．従って Dの各ドミノは，shapeが λまたは µ

のいずれか一方のただひとつの箱に対応しており，それゆえ Dのドミノの要素 xを対応する 1箱に xを対応

させることができる．このような写像を Πr : DTr −→ Tab× Tabで表す．

例 2.2.6.

5

0
0
0 0

4

7

0
0

1

6

9

8

3 2

10

Πr7−→

 5 7 9 3 ,

8 10
6 2
1
4



この写像を考えれば，次のいくつかの系を得る．

系 2.2.7. Γr (ρ) = (λ, µ)であって，| ρ | = 2n+ | θr |のとき，shapeρの標準ドミノ盤の全体 SDTr (ρ)と，shape

λと shapeµの標準盤の組でそれぞれの要素が共通部分を持たないものの全体
(
STab(λ) × STab(µ)

)◦ の間に全
単射がある．

SDTr (ρ)←→ (
STab(λ) × STab(µ)

)◦
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この全単射を
ΠS

r : SDTr (ρ) −→ (
STab(λ) × STab(µ)

)◦
とおく．

さて [n] = {1,2, . . . , n}とおき，

SDTr (ρ; [n]) = {D ∈ SDTr (ρ) | cont(D) = [n] }

と定める．他のドミノ盤のクラスについても同様な表記を用いることにする．従って，∪
A⊔B=[n]

(
STab(λ; A) × STab(µ; B)

)◦
=

{
(S,T) ∈ STab(λ) × STab(µ) | cont(S) ⊔ cont(T) = [n]

}
である．また n = | λ |のとき，f λ = #STab(λ; [n]) とおく．系 2.2.7より，使われる要素（ここでは [n]）を固定

した時の集合の元の個数を調べると次の系を得る．

系 2.2.8. ρ, λ, µは系 2.2.7における仮定と同じものとする．p = | λ |とおくと，

#SDTr (ρ; [n]) =

(
n
p

)
f λ f µ

さらに N := (ρ − θrのドミノタイル張りの総数)とおくと，

N = #Πr
−1(S,T), ∀(S, T) ∈ (

Num(λ) × Num(µ)
)◦

を得る．そして #
∪

A⊔B
(
Num(λ; A) × Num(µ; B)

)◦
= n! であるから，次が成り立つ．

系 2.2.9. #DNr (ρ; [n]) = N · n!

2.3 Fairy Sequenceを用いた定理 2.2.1の証明

前節では λ, µが与えられたとき ρ = Γr
−1(λ, µ)を求めるときに一度マヤ図形 mρ を経由して求めている．そ

こでもっと直接的な方法を考える．本節では fairy sequenceを使った定理 2.2.1の証明を述べる．これにより

マヤ図形へ経由することなくより直接的に図形の対応が理解される．

補題 2.3.1. λ, θr に対応する fairy sequenceをそれぞれ Fλ, Fθr とする．G = Fλ − Fθr とおく．このとき，Y(λ)

が r コアを持つことと，
∑

i G(2i) =
∑

i G(2i + 1)が成り立つことは同値である．

定義 2.3.2. 2つの fairy sequenceFλ, Fµ に対して F を
F(i) = Fθr (i) + Fλ

([ i − r
2

])
+ Fµ

([
i + r + 1

2

])
(r ∈ 2Zのとき）

F(i) = Fθr (i) + Fλ

([
i + r + 1

2

])
+ Fµ

([ i − r
2

])
(r ∈ 2Z + 1のとき）

で定義する．このとき F =
⟨
Fλ, Fµ

⟩
r
と書く．

例 2.3.3. Fλ = (1,2,2, 3 ,2,1), Fµ = (1,2, 2 ,1)のとき，F =
⟨
Fλ, Fµ

⟩
3
は

1 1 2 1 1
1 1 2 2 2 2 3 3 2 2 1 1

+) 1 1 2 2 2 2 1 1
1 1 2 2 2 2 3 3 3 4 4 4 3 2 2 1 1
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さて Y(λ),Y(µ)を 2つのヤング図形とし，F =
⟨
Fλ, Fµ

⟩
r
とおく．r ∈ 2Zの場合，F が fairy sequenceであ

ることは

F(i) − F(i − 1) =Fθr (i) − Fθr (i − 1)+ Fλ

([
i − 2k

2

])
− Fλ

([
i − 2k− 1

2

])
+ Fµ

([
i + 2k+ 1

2

])
− Fµ

([
i + 2k

2

])

=


Fθr (i) − Fθr (i − 1)+ Fλ

([
i − 2k

2

])
− Fλ

([
i − 2k− 1

2

])
i ≡ 0 (mod 2)のとき

Fθr (i) − Fθr (i − 1)+ Fµ

([
i + 2k+ 1

2

])
− Fµ

([
i + 2k

2

])
i ≡ 1 (mod 2)のとき

より従う．r ∈ 2Z + 1の場合も同様である．そして F の定義より，F − Fθr は 2-分解可能であるから，F に対

応するヤング図形 Y(ρ)はコアは r である．

逆に F をコア r のヤング図形 Y(ρ)に対応する fairy sequenceとすると，F =
⟨
Fλ, Fµ

⟩
r
となる Fλ および Fµ

は，G = F − Fθr の i ≪ 0から Fλ, Fµ について方程式を解くことで一意的に得られる．従ってこの対応により

Y(ρ)から (Y(λ),Y(µ))への全単射が定まる．さらに，Y(λ)または Y(µ)の凸角を 1つ取り去ることは F の fairy

sequenceでは連続する 2つの整数がともに 1だけ減ることを意味し，つまり Y(ρ)の凸角ドミノをひとつ取り

去ることを意味する．DPr における束の構造の定義から，この対応は束としての同型であることがわかる．こ

うして得られた同型写像はマヤ図形を用いた同型写像に等しいことがわかる．

例えば，ρ = (6,3,3,3)に対応するヤング図形 Y(ρ)について考える．

Y(ρ) =

まずコアを見るために，系 2.1.1を用いて調べる*10．ρに対応するマヤ図形 mρ は [· · · 1110001110001000· · · ]
であるから

[· · · 1110001110001000· · · ] 7→ [· · · 1110101000· · · ]

となり，よってコアは 2である．次に Y(ρ) からコアの部分 θ2 を除いた部分にドミノタイル張りを任意に与

える．

このドミノ張りされた図形を 2つのヤング図形に分割することを考える．そのために，各ドミノをそれぞれ次

のように分類する．縦ドミノについてはその下側の箱の，横ドミノについてはその左側の箱の対角線番号 xを

みて，2を法として 0であるものと，1であるものに分類する．

0
1

10

0 0

*10もちろんヤング図形から直接ドミノタイル張りを考えても得られる．
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このようにして得られた分類で，同じ類に属する各ドミノは，1つのヤング図形の 1つの箱に 1 : 1に対応して

いる．0の類は Y(λ)に対応し，1の類は Y(µ)に対応する．より詳しくドミノと箱の対応をみるためには，ド

ミノの対角線 xを見て，次の対角線上の箱に対応する．

x ≡ 0 (mod 2)のとき 
x− r

2
(r ∈ 2Zのとき)

x+ (r + 1)
2

(r ∈ 2Z + 1のとき)

x ≡ 1 (mod 2)のとき 
x+ (r + 1)

2
(r ∈ 2Zのとき)

x− r
2

(r ∈ 2Z + 1のとき)

以上まとめて ⌈ x
2

⌉
+ (−1)x+r−1

⌈ r
2

⌉
となる．ここで ⌈x⌉ = min{y ∈ Z | y ≥ x}である．よって各ドミノに対して，対応する対角線番号を調べれば次
の 2つのヤング図形に分解できる．  ,


例 2.3.4.ドミノに要素を入れることでその対応の様子をみるとわかりやすい．

0
0 0

4
1

63

5 2
Πr7−→

 5 2
6
1

, 4 3



D ∈ DTr を固定し，Πr (D) = (S,T)とする．Dの要素を付随したドミノの全体を ∆(D)とおく．また Sの箱

とその箱の要素を付随したものの全体を B(S)とおく．δ ∈ ∆(D)に対して，Πr で δと対応する，要素を込め

た箱に対応させる写像 πD
r を考える*11：

πD
r : ∆D −→ (B(S) × {S}) ⊔ (B(T) × {T})

例えば，例 2.3.4のドミノ盤 Dについて，上記の定義は次のようになる*12．

∆(D) =

{
4 , 1 , 3 , 6 , 5 , 2

}
B(S) =

{
1 , 6 , 5 , 2

}
B(T) =

{
4 , 3

}
πD

r

(
4
)
=

(
4 ,T

)
, πD

r

(
1

)
=

(
1 ,S

)
, など．

このとき写像 πD
r の性質をいくつかまとめておく．

*11 disjoint union（離散和）を強調してシンボル S,T を用いて無理やり区別している．
*12実際は各ドミノの座標とそのドミノの要素を組にしたものを元にする集合であるが，ここでは簡単に表してある．
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補題 2.3.5. Dのドミノ δが縦ドミノなら下の箱を s，横ドミノなら左の箱を sとおき，sの対角線の番号を i

とおく．このとき

i ≡ 0 (mod 2)=⇒ δは Sの箱に対応する．

i ≡ 1 (mod 2)=⇒ δは T の箱に対応する．

補題 2.3.6.ドミノの対角線番号が 2を法として合同である互いに隣接し合う 2つドミノについて，それぞれ

の πD
r で対応する 2つの箱の位置関係は次のようになる．

2つのドミノの位置関係 盤の中の位置関係　

y
x

, y

x

,
y

x

,
y

x
x
y

x y , x
y

,
x

y

,
x

y
x y

x
y

,

x
y

x
y

補題 2.3.7. D ∈ DTr とし Dの 2つのドミノ δ1 = {(i, j), (i, j+1)}, δ2 = {(i+1, j), (i+1, j+1)}がともに横ドミノ
で正方形を成しているとする．D′ を Dのその 2つのドミノを縦に向けたもので，右側に δ1左側に δ2が来る

ように並べたものとする．つまり cont(δ1) = x, cont(δ2) = y，δ1
′ = {(i, j +1), (i +1, j +1)}, δ2

′ = {(i, j), (i +1, j)}
とおき，

D′ = (D − δ1 − δ2) + δ1
′[x] + δ2

′[y]

とおく．このとき，Πr (D) = Πr (D′)である．

y
x 7→ y x

3 Domino Robinson-Schensted対応

3.1 Standard Domino Tableaux

ここではW = Z2 ≀Sn = Sn n (Z2)nと，2つの shapeの等しい n個のドミノを持ったコアが r の標準ドミノ

盤の組の全体

Dr =
∪
ρ⊢n

SDTr (ρ; [n]) × SDTr (ρ; [n])

= {(P,Q) | P,Q ∈ SDTr (n; [n]), shP = shQ,Pおよび Qのコアは r}

の間の全単射対応のアルゴリズムを述べる．このアルゴリズムではドミノ挿入（domino insertion）のアルゴ

リズムが基本的であり，[8], [5] にあるように color-to-spinの性質をもつが，ここでは述べないことにする．*13

*13一般の k-rim hookに対する挿入のアルゴリズムが，[11, 10]で定義されているが，ここで紹介する挿入のアルゴリズムとは別のア
ルゴリズムであり，そして color-to-spinの性質をもたない．一方 [9] は color-to-spinの性質をもつ．また [11]には逆写像のアルゴ
リズムも書かれている．
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我々はWの元

σ · ϵ =
(

1 2 · · · n
σ(1)σ(2)· · ·σ(n)

)
· (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn) (σ ∈ Sn, ϵi ∈ Z2 = {1,−1})

を

(x1x2 · · · xn) ただし xi =
{ σ(i), (ϵi = −1のとき)　
σ(i), (ϵi = 1のとき)

で表し，(x1x2 · · · xn)を色つき置換（colored permutation）と呼ぶ．また各 xi を色つき文字（colord letter）と

呼び，色つき文字の全体を CLで表す．また | xi | = σ(i)とおき，バーがあればそのバーを取り除いたものを表

すことにする．

例 3.1.1. (
123456
364152

)
· (−1,1,1,−1,1,−1)←→ (3̄64̄152̄)

D ∈ SDTr に対して supp(m,D) で D の要素が mとなるドミノを表す．以上を準備に基礎となるドミノ挿

入*14を定義する．

T ∈ SDTr , seq(T) = (l1, l2, · · · , lk), xを色つき文字とし，| x | < cont(T)とする．U = T
d← xを以下のように

して定義し，∆を最後に付け加えられたドミノとおく．

1. lk < |x|のとき
（a）xにバーがなければ T の第 1行目に要素が | x | = xの横ドミノを付け加える．

（b）xにバーがあれば T の第 1列目に要素が | x |の縦ドミノを付け加える．
2. そうでないとき，lm−1 < | x | < lmとなる mをとる．まず {Bm, Bm+1, . . . , Bk+1}を

Bm = T>| x | = (T の要素で | x |より大きいところだけから成るドミノの全体),

Bp+1 = Bp − supp(lp, Bp) (m≤ p ≤ k)

と帰納的に定義する．次に {Am−1,Am, · · · ,Ak+1}を次のようにして帰納的に定義する．
（a）Am−1 = T<|x|

（b）Am = Am−1
d← x

（c）p ≥ mについて，Ap が定義されたら Ap+1 は次のようにして得られるドミノ δに要素 lp を付した

もの δ[lp] を Apに付け加えてできるものと定義する．

i. supp(lp, Bp) ∩ shAp = ∅のとき，δ = supp(lp, Bp)

ii. supp(lp, Bp) ∩ shAp = {(i, j)}のとき
(ア) supp(lp, Bp)が横ドミノならば，縦ドミノ δ = {(i, j + 1), (i + 1, j + 1)}
(イ) supp(lp, Bp)が縦ドミノならば，横ドミノ δ = {(i + 1, j), (i + 1, j + 1)}

iii. supp(lp, Bp) ∩ Ap = supp(lp, Bp)のとき

(ア) supp(lp, Bp)が横ドミノで i 行目にあるならば，δは Apの i + 1行目の凹角の位置の横ド

ミノ

(イ) supp(lp, Bp)が縦ドミノで j 列目にあるならば，δは Apの j + 1列目の凹角の位置の縦ド

ミノ

*14主に記述のスタイルは [7] を参考にした．同じアルゴリズムは [8, 5]などにもある．
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このとき U = Ak+1，ins(T, x) = (U,∆)とおく．

例 3.1.2.ドミノ挿入の例．

x = 2, T =

3

0
0 0 1 4

5 6

このとき，{Ai}i=1,2,...,6は次のようになる．

0
0 10

→ 0
0 10 2

→ 0
0 10 2

3

→ 0
0 10 2

3

4 →

0
0 10 2

3

4
5

→ 0
0 10 2

3

4
5

6 = (T
d← 2)

さて任意の整数 r ≥ 0を固定する．まず

Gr : W −→ Dr , Gr (x) = (Pr
d(x),Qr

d(x))

を構成する．色つき置換 x = (x1x2 . . . xn) ∈ Wに対してその色つき文字を前から順に連続して挿入を行い，

その結果得られる標準ドミノ盤を Pr
d(x) とおく．ただしはじめに挿入を行うとき，土台となる盤 θr [0] を

shθr [0] = θr , θr [0] の要素は 0のみからなるものとおく．つまり θr [0] はコア r のヤング図形のすべての箱に 0

を入れてできる盤である．

Pr
d(x) = (. . . ((θr [0]

d← x1)
d← x2) . . . )

d← xn

各挿入の過程で新しく付け加わるドミノに要素 1, 2 . . . , nを順に振ることで得られる標準ドミノ盤を Qr
d(x)と

おく．
supp(i,Qr

d(x)) = shPi(x) − shPi−1(x) ただし Pi(x) = Pr
d(x1 . . . xi), P0 = θr [0]

このとき shPr
d(x) = shQr

d(x)であって，いずれもコア r の標準ドミノ盤となる．逆に (P,Q) ∈ Dr が与えられ

たとき，上の構成を逆にたどることによって x ∈Wが復元されることを示す．

U ∈ SDTr (n), ∆を shU の凸角のドミノ，seq(U) = (l1, l2, . . . , lk+1)とする．{Ak+1,Ak, . . . ,A1}を次のように
して帰納的に定義する．

Ak+1 = U,

Ap = Ap+1 − supp(lp+1,Ap+1) (k ≥ p ≥ 0)

次に {Bk+1, Bk, . . . , B1}を次のように帰納的に定義する．まず Bk+1 = ∆[∞] とおく*15．次に Bp+1が定義された

ら Bpは次のようにして得られるドミノ δに，要素 lpを入れたもの δ[lp] を Bp+1に付け加えて得られるものと

定義する．

*15ここでは要素として∞を取ることを許し，∞は任意の整数よりも大きい要素として取り扱う．
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1. supp(lp+1,Ap+1) ∩ shBp+1 = ∅のとき，δ = supp(lp+1,Ap+1)

2. supp(lp+1,Ap+1) ∩ shBp+1 = {(i + 1, j + 1)}のとき
（a）supp(lp+1,Ap+1)が縦ドミノならば，横ドミノ δ = {(i, j), (i, j + 1)}
（b）supp(lp+1,Ap+1)が横ドミノならば，縦ドミノ δ = {(i, j), (i + 1, j)}

3. supp(lp+1,Ap+1) ∩ shBp+1 = supp(lp+1,Ap+1)のとき

（a）supp(lp+1,Ap+1)が横ドミノで

i. 1行目にあるならば，x = lp+1,T = Ap
∪

Bp+1とおいて終了．

ii. i + 1(, 1)行目にあるならば，δは Bp+1の i 行目の内側の凹角の横ドミノ

（b）supp(lp+1,Ap+1)が縦ドミノで

i. 1列目にあるならば，x = lp+1,T = Ap
∪

Bp+1とおいて終了．

ii. j + 1(, 1)列目にあるならば，δは Bp+1の j 列目の内側の凹角の縦ドミノ

このとき del(U,∆) = (T, x)とおく．

これら 2つのアルゴリズムはそれぞれ互いに逆対応である．つまり，

del(ins(T, x)) = (T, x), ins(del(U,∆)) = (U,∆)

をみたす．これより (P,Q) ∈ Dr が与えられたとき，seq(Q) = (q1, q2, . . . , qn)に対してQn = Q, Pn = P

Qi−1 = Qi − supp(qi ,Qi), (Pi−1, xi) = del(Pi , supp(qi ,Qi)) (i ≤ nのとき)

で定めると x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Wを得，このアルゴリズムが Gr の逆写像である．この Gr による全単射を

ドミノに関する Robinson-Schensted対応と呼ばれる．

例 3.1.3.色つき置換 x = (5̄46̄3̄21)に対応する (P1
d(x),Q1

d(x))を求める．

0

5

→

0

5

4

→

0

5

4

6
→

0

3

4

6

5

→

0

3

2

6

4
5
→

0

3

1

6

4

5

2

= P1
d(x)

1

0

→
1

20

→
3

1

20

→
3

1 4

20

→
3

1 4 5

20

→
3 6

1 4 5

20

= Q1
d(x)

Robinson-Schensted対応より，対応する 2つの集合の要素の個数について考える．

#W = #Sn n (Z2)n = 2nn!
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であり，

#Dr = #
∪
ρ⊢n

SDTr (ρ; [n]) × SDTr (ρ; [n])

=
∑
ρ⊢n

#(SDTr (ρ; [n]))2

=
∑

λ⊢p, µ⊢q

((
n
p

)
f λ f µ

)2

(∵系 2.2.8)

である．よって次の等式を得る．

系 3.1.4.
∑

p+q=n

∑
λ⊢p, µ⊢q

((
n
p

)
f λ f µ

)2

= 2nn! 　

ただし， f λ = #STab(λ; [| λ |]) は shapeλの正規化された標準盤の個数である．

次の定理はここでは証明しないが，たとえば [8, 6, 5, 7]を参照のこと．

定理 3.1.5. Gr (x) = (P,Q) ⇐⇒ Gr (x−1) = (Q,P)

特に {x ∈W | x2 = e}と∪
ρ∈DPr (2n+| θr |) SDTr (ρ; [n]) は全単射対応である．（ただし e ∈Wは単位元とする．）

例 3.1.6.前例における色つき置換 x = (5̄46̄3̄21)について x−1 = (654̄21̄3̄)であり，

60
→ 6

50
→ 4 6

50
→ 4 6

5
20
→

6

1 4 5

20
→

3 6

1 4 5

20
= P1

d(x−1) = Q1
d(x)

0 1
→

0 1
2 →

0

3

1
2 →

0

3

1

4
2 →

0

3

1

4

5

2 →
0

3

1

6

4

5

2 = Q1
d(x−1) = P1

d(x)

3.2 Semi-Standard Domino Tableaux

本節では半標準盤の 2組の全体 SST×SSTを Πr による引き戻しを考察する．その結果，Π−1
r (SST×SST)=

SSDTr であること，つまり SSDTr と SST×SSTは全単射であることを示す．半標準ドミノ盤の定義から同じ

要素から成るドミノの全体は次の定義のリボンと呼ばれる性質を持っている．

定義 3.2.1. αがリボン（ribbon）であるとは，箱の総数が 2k個 (k ∈ Z≥0)の skew shapeであって，次のよう

なドミノタイル張りを可能にするものである：

横ドミノ ならそのドミノの右側の箱を s，縦ドミノ ならそのドミノの上側の箱を sとおくと

き，sの上に隣接する箱はそのリボンの中にはない．

なおこのようなドミノタイル張りが可能ならば，それはただ 1通りである．またリボンは必ずしも連結したも

のでなくてもよいことに注意．
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逆に各行各列が広義単調増加で，同じ要素をもつドミノの全体がリボンとなっていれば，それは半標準ドミ

ノ盤である．

例 3.2.2.次の skew shapeはリボンである．

ドミノタイル張りは次で与えられる．

定理 3.2.3. Γr (ρ) = (λ, µ)とする．写像

ΠS S
r : SSDTr (ρ) −→ SST(λ) × SST(µ)

ΠS S
r (D) = Πr (D) (D ∈ SSDTr (ρ))

は全単射である．

Proof. R ∈ SSDTr が与えられたとき，Πr によって分解された 2つの盤の組を (S,T) ∈ Tab(λ)×Tab(µ)とおく．

Π0(R) = (S,T)

このとき Rの要素の大きいものから順に対応を与えていくことを考えれば，S,T はそれぞれ少なくとも各行

各列が広義単調増加となっていることがわかる．ところが Rのリボンの性質より，S,T では同じ数字が縦に

並び合うことがない (∵補題 2.3.6)．従って (S,T) ∈ SST(λ) × SST(µ)である．

逆に (S,T) ∈ SST(λ) × SST(µ)とする．S,T の要素のうち最大のものから順次ドミノを決定させる．ただし

いくつかの等しい整数に対しては任意の順序でよい．その順序を固定して以後同様にこのアルゴリズムを実行

すれば，少なくとも各行各列が広義単調増加となるドミノ盤 R′ が得られる．これが半標準ドミノ盤ならばそ

れでよい．そうでなければ，まず R′ のある要素から成るドミノの全体がリボンでないことから次の状況のい

ずれかが起こっている．

x
x

, x
x

, x

x

,
x

x

,
x

x

,
x

x

これらのうち πR′
r で移した後のことを考えると S,T が半標準盤であることから，次のいずれかしかありえな

い．(∵補題 2.3.6)

x

x

, x
x

さらにこの 2つのうちの 1つ目は R′ が各行各列単調増加であるから，それらのドミノと同じ整数の値が下の

図のような位置の箱の中に割り当てられるゆえ，従って上で挙げた形を含むことになり，結局この図形も現れ
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得ないことがわかる．

x

x

x
x

=⇒ x

x

x または x

x

x
x

さらに最後に残ったパターンは補題 2.3.7が示すように 2つのドミノを共に縦ドミノに変更したものに置き換

えても Πr で移した先は同じものである．またこの変換によって新しく上記のパターンが生成されることもあ

りえない．従ってすべてのこのパターンに対してこのような縦向きにする変換を施せば，求める半標準ドミノ

盤 Rが一意的に得られる． �

例 3.2.4.

1

2

3

1

2 3

2
1

3 4

2

←→
 1 1 2

2 3
3

, 1 2 2
2 3 4


定義 3.2.5.

(
q
p

)
(q ∈ N, p ∈ CL)を色つき二重文字（colored biletter）という．色つき二重文字の全体を CBL

で表す．CBL上に次の順序を定義する．(
q1

p1

)
≤

(
q2

p2

)
⇐⇒ q1 < q2 または q1 = q2, p1

neg≤ p2
neg

ここで x ∈ CL に対して xneg =


x (xにバーがないとき)

−|x| (xにバーがあるとき)
とおいた．次にいくつかの色つき二重文字をこ

の順序の意味で，広義単調増加に 1列に並べたもの(
q1q2 · · · qn

p1p2 · · · pn

)
,

(
qi

pi

)
≤

(
qi+1

pi+1

)
(∀i = 1,2, . . . , n− 1)

を色つき二重語（colord biword）といい，その全体を CBWで表す．また w =

(
q1q2 · · · qm

p1p2 · · · pm

)
∈ CBWのとき，

q1q2 · · · qmを wの上語（upper word），p1p2 · · · pmを wの下語（lower word）という．winv で wの下語に現れ

るバーをそのまま残して上語と下語を入れ替えてできる色つき二重文字の列を単調増加列に並べなおしたもの

と定義する．従って winv ∈ CBWである．また色つき置換 x = (x1x2 · · · xn)に対して w =

(
1 2 · · · n
x1x2· · ·xn

)
は色つき

二重語となって，この意味での自然な埋め込みを通して，

w =

(
1 2 · · · n
x1x2· · ·xn

)
∈ CBL, |xi | , |x j | (i , j のとき), |xi | ∈ [n]

を色つき置換とみなす．wが色つき置換のとき winv = w−1である．

例 3.2.6. w =

(
1 1 2 2 2 3 4 4 4

4̄ 2̄ 1̄ 1 32̄ 3̄ 1̄ 2

)
∈ CBWについて，

w
turn−−−→

(
4 2 1 1 3 2 3 1 2
1̄ 1̄ 2̄ 2 23̄ 4̄ 4̄ 4

)
sort−−→

(
1 1 1 2 2 2 3 3 4
4̄ 2̄ 23̄ 1̄ 44̄ 21̄

)
= winv
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半標準ドミノ盤に関する Robinson-Schensted対応*16を扱った文献 [8] ではコア 0の場合での color-to-spin

の性質を伴った，アルゴリズムであるが，直接的なドミノ挿入は言及されていない．一方 [5] では一般のコア

r ≥ 0に対して color-to-spinの性質を伴った，ドミノ挿入の定義を使って記述されている．

§3.1のドミノ挿入のアルゴリズムで SDTr を SSDTr に， lm−1 < x < lmを lm−1 < | x | ≤ lmと修正すればよ

い．そのとき，

定理 3.2.7.色つき二重語の全体と，shapeの等しいコア r の半標準ドミノ盤の組の全体の間に全単射対応が

ある．

CBW ∋ w
GS S

r−−−→ (Pr
d(w),Qr

d(w)) ∈ {(P,Q) | P,Q ∈ SSDTr , shP = shQ}

さらに CBW ∋ w 7−→ (Pr
d(w),Qr

d(w)) ∈ {(P,Q) | P,Q ∈ SSDTr , shP = shQ}のとき，wの上語は cont(Qr
d(w))

に，wの下語は cont(Pr
d(w))に一致する．また

(Pr
d(winv),Qr

d(winv)) = (Qr
d(w),Pr

d(w))

を満たす．

この定理は標準ドミノ盤の Robinson-Schensted対応の拡張になっている．

3.3 対応のまとめ

本節はこれまでの対応をまとめたものである．ここで D ∈ DNr ならば Πr (D) ∈ (Num× Num)◦ であり，写

像この対応を用いて ΠN
r : DNr −→ (Num× Num)◦ を定義している．

{自己双対盤 } ←→
∪
ρ∈DP0

SDT0(ρ;

[
| ρ |
2

]
) ∪

∪
ρ∈DP1

SDT1(ρ;

[
| ρ | − 1

2

]
) （全単射）

Γr : DPr
∼−→ Y × Y （束同型）

Πr : DTr � Tab× Tab （全射）

N = #Π−1
r (S,T) (N = (ρ − θrのドミノタイル張りの総数), ∀(S,T) ∈ Tab× Tab)

ΠN
r : DNr � (Num× Num)◦ （全射）

N = #(ΠN
r )−1(S,T) (N = (ρ − θrのドミノタイル張りの総数), ∀(S,T) ∈ (Num× Num)◦)

ΠS
r : SDTr

∼−→ (STab× STab)◦ （全単射）

ΠS S
r : SSDTr

∼−→ SST× SST （全単射）

Gr : W
∼−→

∪
ρ∈DPr (2n+| θr |)

SDT(ρ; [n]) × SDT(ρ; [n]) (全単射)

GS S
r : CBW

∼−→
∪

ρ∈DPr (2n+| θr |)
SSDT(ρ; [n]) × SSDT(ρ; [n]) （全単射）

4 Wの表現論

Snを n次対称群とする．n文字の置換であって，最初の p文字の置換と最後の q = n− p文字の置換がそれ

ぞれの文字の間の置換となるものの全体

{σ ∈ Sn | σ(i) ∈ {1,2 . . . , p}(1 ≤ i ≤ p), σ( j) ∈ {p+ 1, . . . , n}(p+ 1 ≤ j ≤ n)}

*16 Robinson-Schensted-Knuth対応と呼ばれることもしばしばある．
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は Sp ×Sqに同型な，Snの部分群である．このことからこの部分群を Sp ×Sqと書くことにする．また 2個

以上の分解についても同様に表す．

λ ⊢ nを nの分割とする．T ∈ Num(λ; [n]) に対して T の各列の要素を変えない置換の全体を C(T)で表す．

これは Snの部分群であり，T の column groupという．また σ ∈ Snに対して σT を T の各要素 i を σ(i)に

置換して得られる数字盤とおく．

Num(λ; [n]) を生成系とする C上のベクトル空間 CNum(λ; [n]) =
⟨
vT | T ∈ Num(λ; [n])

⟩
を考える．その部

分空間 Aλ,Qλ を次のように定義する．

Aλ =
⟨
vT − sgn(σ)vσT | T ∈ Num(λ; [n]), σ ∈ C(T)

⟩
Qλ =

⟨
vT −

∑
S

vS | T ∈ Num(λ; [n])
⟩

ただし Qλ の式に現れる和
∑
は T のある 2列について，その右側の列の上から k個の要素と左側の列の任意

の k個の要素を，縦の順序を保って交換して得られる S ∈ Num(λ; [n]) すべてを渡る．(ただし kは選んだ 2列

のうち右側の列の長さ以下とする．)このとき Sλ を Aλ および Qλ を関係式とするベクトル空間と定義する．

つまり，
Sλ = CNum(λ; [n])/(Aλ + Qλ)

と定める．このとき Sλ は {vT ∈ Sλ | T ∈ STab(λ; [n])} を基底にすることがわかり，従って dimSλ = f λ(=

#STab(λ; [n]) である．任意の数字盤 T ∈ Num(λ; [n]) について vT ∈ Sλ を標準盤の一次結合で書き表すアルゴ

リズムもわかっている．これを straightening law*17という．Sλ 上に Snの線形な左作用を次で定義する．

σ · vT = vσT (σ ∈ Sn,T ∈ Num(λ; [n]))

これは well-definedであって，この作用により Sn の表現が得られる．これは Sn の既約表現で Sn の既約表

現の完全代表系は {Sλ | λ ⊢ n}で与えられる．Sλ は Specht加群と呼ばれる．

Gを有限群，M をGの表現，U を Snの表現とする．このとき環積 G ≀Sn = G nGnの表現 U ⊗ M⊗nを次

で定義する．

(σ · g) · (u⊗m1 ⊗ · · · ⊗mn) = σ · u⊗ g ·mσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ g ·mσ−1(n) (u ∈ U,mi ∈ M, σ ∈ Sn,g = (g1, . . . , gn) ∈ Gn)

この表現を M ≀ U と書く．M,U がともに既約ならば M ≀ U も既約である．

補題 4.0.1 ([13]). {M1, . . . ,Mk} を G の既約表現の同値類の完全代表系とする．k 個の分割 λ(1), . . . , λ(k) が∑k
i=1 |λ(i)| = nを満たすとし，| λ(i) | = ni とおく．このとき

Sλ(1),...,λ(k)
= IndG≀Sn

G≀(Sn1×···×Snk )

(
(M1 ≀ Sλ(1)

) � · · · � (Mk ≀ Sλ(k)
)
)

はG ≀Snの既約表現であり，{Sλ(1),...,λ(k) | λ(i) ∈ P,∑k
i=1 |λ(i)| = n}がG ≀Snの既約表現の完全代表系を与える．

Z2 = {1,−1}の自明な表現を Ctriv，また Csgnを符号表現とする．その既約表現の完全代表系 {Ctriv，Csgn}に
対して補題 4.0.1を適用する（G = Z2,M1 = Ctriv ,M2 = Csgn）と，環積W = Z2 ≀ Sn = Sn n (Z2)nの既約表現

の完全代表系は,その部分群を

Hp,q = (Z2 ≀Sp) × (Z2 ≀Sq) = (Sp ×Sq) n (Z2)n (p+ q = n)

*17 [3]p.98, Lemma 6の証明にある．
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とおくと {
IndW

Hp,q
(Ctriv ≀ Sλ � Csgn ≀ Sµ) | λ ⊢ p, µ ⊢ q, p+ q = n

}
で与えられる．[n] の中から p個の互いに相異なる元 i1 < i2 < · · · < ip ∈ [n] を選んで，残りの q個の元

j1 < j2 < · · · < jq ∈ [n] − {i1, . . . ip}を取り，

[i1, i2, . . . ip] =

(
1 2· · ·p p+ 1· · ·n
i1i2· · ·ip j1 · · · jq

)
∈ Sn

と書く．このとき Sn/(Sp ×Sq)の完全代表系として

{[i1, i2, . . . ip] ∈ Sn | 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n}　

取る．従って Sλ,µ = IndW
Hp,q

(Ctriv ≀ Sλ � Csgn ≀ Sµ)の基底を次のように与えることができる．{
[i1, i2, . . . , ip] ⊗ vS ⊗ vT

∣∣∣1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n, (S,T) ∈ STab(λ; [p]) × STab(µ; [n] − [p])
}

ここで [i1, i2, . . . , ip] ⊗ vS ⊗ vT は正しくは [i1, i2, . . . , ip] ⊗ (
(vS ⊗ 1⊗p) � (vT ⊗ 1⊗q)

)
の意味であるが，長くなる

ので 1 ∈ Cを省略して書いてある．

σ · ε ∈W (σ ∈ Sn, ε = (ε1, ε2, . . . , εn) ∈ (Z)n)

に対して，

(σ · ε) · [i1, i2, . . . , ip] ⊗ vS ⊗ vT = (ε j1ε j2 · · · ε jq)σ[i1, . . . , ip] ⊗ vS ⊗ vT

となることに注意．そこで Snの作用を調べる．

ρ = Γ−1
0 (λ, µ)とする．Π0(D) = (S′,T′)で seq(S′) = (i1, i2, . . . , ip), seq(T′) = ( j1, j2, . . . , jq)とする．

S =

(
i1i2· · ·ip j1 j2 · · · jq
1 2· · ·p p+ 1p+ 2· · ·n

)
S′

T =

(
i1i2· · ·ip j1 j2 · · · jq
1 2· · ·p p+ 1p+ 2· · ·n

)
T′

とおく．このとき
vD = [i1, i2, . . . , ip] ⊗ vS ⊗ vT ∈ Sλ,µ

と定義する．σ ∈ Sn,D ∈ DN(n)に対して，σ · Dを Dの各要素 i を σ(i)に置換してできるドミノ数字盤とお

く．このとき，

補題 4.0.2. σ · vD = vσ·D (∀σ ∈ Sn ⊂W)

Proof.
σ[i1, i2, . . . ip] = [k1, k2, . . . kp]τ1τ2 (k1 < k2 < · · · < kp, (τ1, τ2) ∈ Sp ×Sq)

とおく．

Π0(σD) = (σS′, σT′)

= (σ[i1, . . . , ip]S, σ[i1, . . . , ip]T)

= ([k1, . . . , kp]τ1τ2S, [k1, . . . , kp]τ1τ2T)

= ([k1, . . . , kp]τ1S, [k1, . . . , kp]τ2T)
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である．よって

vσD = [k1, . . . kp] ⊗ vτ1S ⊗ vτ2T

= [k1, . . . kp] ⊗ τ1 · vS ⊗ τ2 · vT

= [k1, . . . kp]τ1τ2 ⊗ vS ⊗ vT

= σ[i1, . . . , ip] ⊗ vS ⊗ vT

= σ · vD

�

例 4.0.3.標準ドミノ盤に Snの元が作用したときの計算例を示す．

補題 4.0.2を適用した後，できあがったドミノ数字盤を標準ドミノ盤の一次結合に変換するところまで行っ

ている．また以下の計算では vD などを vを省いて直接 Dと表記している．

(
123456789
425936871

)
6

2

1

3
8

5
4

9

7
=

6

2

4

5
7

3
9

1

8

=

(
4 9
2 1

, 5 3 8
6 7

)
=

(
1 2
4 9

− 1 3
2 9

, 3 5 8
6 7

− 3 6 8
5 7

)
=

(
1 2
4 9

, 3 5 8
6 7

)
−

(
1 2
4 9

, 3 6 8
5 6 7

)
−

(
1 3
2 9

, 3 5 8
6 7

)
+

(
1 3
2 9

, 3 6 8
5 7

)

=

6

4

1

3
7

5
2

9

8
−

5

4

1

3
7

6
2

9

8
−

6

2

1

3
7

5
4

9

8
+

5

2

1

3
7

6
4

9

8

=

6
4

1
3

7

5
2

9

8
−

5
4

1
3

7

6
2

9

8
−

6

2

1

3
7

5
4

9

8
+

5

2

1

3
7

6
4

9

8
(∵補題 2.3.7)

上の計算の最後のところで補題 2.3.7を用いて標準ドミノ盤に変換しているが，実際これはいつでも可能で

ある．つまり，

命題 4.0.4.ドミノ数字盤 Dに対して，Dの 2つの数字盤への分解 Π0(D) = (S,T)がそれぞれ標準盤であると

き，補題 2.3.7の変換を Dについて適当に繰り返し使えば，Π−1
0 (S,T)の中にただひとつの標準ドミノ盤に変

換できる．

Proof. Dが仮定を満たすとする．Dが標準ドミノ盤でなければ必ず 2つのドミノが隣り合ってできる正方形

をした形

i
j または j i (i < i)

の形を含むことをまず示す．

(1) i

k
(i < k) が存在するとき，
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j

k

i の形なら補題 2.3.6より k < j である．よって j i (i < i)を含む．

また k′
k

i (k < k′)の形なら k′
i (k′ < i)を存在するから (2)へ．

(2) j
k (k < i) が存在するとき，

j
k

i
の形なら補題 2.3.6より i < kである．よって

i
j (i < j)を含む．

また

j

k′
k

k′ < kの形なら k′

j

(k′ < j)が存在するから (1)へ．

(1), (2)の形が交互に無限回繰り返し現れることはなく，ヤング図形の shapeにならなければならないから，

結局

i
j または j i (i < i)

の形がなければならない．

さて 2つの shapeの等しいドミノ数字盤 N,N′ ∈ DN0(ρ)を（各ドミノに現れる要素を 1箱ずつ中に入れて

できる盤とみて）それぞれ一番右の列から左の列に向かって，各列を下から上に要素を読み上げていくとき，

初めて相異なる要素が現れる箱に注目する．その箱における Nの要素を x，N′ の要素を yとおくとき，x > y

ならば N > N′ と定義する．これは順序関係である．

Dが標準ドミノ盤でなければ上の形の正方形を含み，この正方形に対して補題 2.3.7の変換を一度施すと，

この順序の意味で D より大きくなる．標準ドミノ盤が現れるまでこれを繰り返すアルゴリズムを実行する．

DN0(ρ)は有限集合であるから，この変換は有限回で停止し標準ドミノ盤を得る． �

ドミノ数字盤が複数の一次結合の形に現れるのはちょうど Specht加群の関係式 Qλ に現れており，ドミノ

数字盤を 2つ数字盤に分けて考えて関係式を使って変形したのが上の例である．これをもっと直接的にドミノ

数字盤に対して変換規則を導入し，標準ドミノ盤の 1次結合を得ることが望ましい．このようにしてドミノ数

字盤における straightening lawが導入されるはずであるが，時間的制約もありその研究はまだ完成されてい

ない．
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