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この報告では、半単純リー群の巾零軌道とユニタリ表現論との関係について簡単に紹介し
たい。
以前、他分野の人と話をしていて、この分野の専門家以外には、たとえば巾零軌道がど

のようなものかさえあまりよく知られていないことを知ってショックであった1。しかし例
えば、p� q 行列でその階数が r のもの全体 (その閉包はいわゆる determinantal variety)
とか、n� n 対称行列で階数が r のもの全体などはもっとも簡単な巾零軌道の例である。
このような代数多様体は数学の至るところに顔を出し、良く研究されている。
そこで、この報告の前半では、巾零軌道の基本事項と表現論との関わりの初歩的な部

分を非専門家を想定して解説しようと思う。具体的には、複素群の巾零軌道の性質から始
めて、実半単純リー群の巾零軌道、あるいは対称対に付随した巾零軌道の幾何的な性質に
ついて簡単に述べる。その後、ユニタリ表現に対して、対称対の巾零軌道が随伴多様体と
して対応すること、表現の漸近台とか波面集合として実巾零軌道が対応すること、そして
この二つの不変量の間の関係について述べる。
巾零軌道の幾何的な性質については、1960から 70年代にかけて、Kostant (および

Rallis, Steinbergたち)によって研究が開始され、基本的な性質はほとんどその時期に得ら
れている。表現と巾零軌道の関係は、D 加群の特性多様体の理論に刺激される形で、1980
年前後に Borho-Brylinskiや Voganによって導入された。同時にその時期に、Springer対
応、巾零多様体の特異点解消に伴う旗多様体の幾何学などが研究され、その後の急速な発
展と多様な分野への広がりへとつながっていく。しかし、これらの話題をすべて解説する
のは筆者の手にあまるものであり、残念ながらこの報告では、そのほんの一端を紹介する
にすぎない。
さて、この報告の後半では、実半単純リー群のユニタリ表現の theta 対応と巾零軌道

の間に深い関係があることを、我々の最近の研究結果をもとに説明したい。
具体的には、表現の theta 対応に対して、巾零軌道の theta 対応が定義できること、

そして両者の theta 対応が表現の随伴サイクルを通して結び付いていることを報告する。
副産物として、巾零軌道 (の閉包)の正則関数環の構造や、代数群の巾零軌道上への重複度

�代数学シンポジウム (九州大学六本松キャンパス) August 9, 2000 における講演 \Theta lifting of
representations and geometry of nilpotent orbits" の報告.

1我々にとって中心的と思われる概念が他分野では全くそうでないという、まぁいわば井の中の蛙的ショッ
クだった。
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自由な作用、軌道の次数の積分公式、あるいは表現の Bernstein 次数などが具体的に与え
られることになる。これらは我々の研究 ( 落合啓之 (九大数理)、谷口健二 (青学大理工)、
Chen-bo Zhu (NUS) との共同研究) の副産物ではあるが、単なる副産物としてではなく、
それ自身が個々の研究の対象として扱われるにふさわしい豊富な内容を含んでいる。
この報告が、巾零軌道と表現論に少しでも興味を持つきっかけとなればそれは筆者の

望外の喜びである。

1 複素巾零軌道

この節に限っては G を複素半単純 (あるいは認容)リー群としよう。たとえば古典型の行
列群G = SLn; SOn; Spn を思い浮かべていただければよい。複素単純なリー群としては、
あとは例外型が少し残っているだけである (局所同型を除いて)。

Gはそのリー環 gに随伴表現によって働いているが、そのうち巾零元の全体からなる
代数多様体を不変にしている。

G
y

g � Ng = fx 2 g j adxが巾零写像 g

ここで x 2 gが巾零元であるとは、adxが g 上巾零に作用することを意味する。Ng を巾
零多様体と呼ぶ。その性質をいくつかあげておこう。

べき零多様体 Ng の性質

(a) 完全交叉 Ngは完全交叉、正規代数多様体である。また、それはアファイン錐である
ので、 P(g) の中で射影化して射影多様体とみなすことができる。これを PNg で表す。

(b) 定義イデアルと不変式 J = C [g]G を C [g] における G 不変元の全体とし、J+ をそ
の augmentation ideal とする (定数項のない元全体)。すると、べき零多様体の零化イ
デアルは I(Ng) = J+C [g] で与えられる。

これはつまり、幾何学的商 g==G = Spec C [g]G のアフィン基本射を� : g ! g ==AdG
とするとき、Ng = ��1(0)であることを意味している。

(c) 主べき零軌道と軌道の個数の有限性 GはNgに開かつ稠密な軌道を持つ。これを主べ
き零軌道と呼ぶ。また NgにおけるG軌道の個数は有限である。つまり#Ng=AdG <1.

(d) 次数とポアンカレ多項式 射影多様体 PNg の次数は、Weyl 群の位数 #W に一致す
る。カルタン部分代数を hで表すとき、この次数は、交点数 intersect.#(Ng; h)に等し
い。さらに PNg のポアンカレ級数が次のように具体的に与えられる。

PNg
(t) =

Q
1�i�l(1� t

mi+1)

(1� t)dimg

ここで fm1; m2; : : : ; mlg (l = dimh = rank g) は g (あるいは同じことだが、W ) の指
数を表す2。
2不変式環 C [g]G の斉次生成元の次数は fmi + 1gli=1 と一致する。また g の随伴群の cohomology の

Poincar�e 多項式は
Ql

i=1
(1 + t2mi+1) と書ける。
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(e) 関数環と調和多項式 g 上の多項式 f(x) に対して、その変数を微分作用素で置き換
えた定数係数の微分作用素を f(@)であらわそう。多項式 h 2 C [g] が、定数項のない任
意の G 不変元 f(x) 2 J+ に対して、f(@)h = 0を満たすとき、hを G 調和多項式と呼
ぶ。調和多項式の全体を H と書けば、

C [g] ' H
 J (J = C [g]G)

が成り立っている。同型は右辺のテンサー積 h
 f に対して、多項式の積 h � f を対応
させることによって得られる。

この式から、G の表現としての同型 C [Ng ] ' Hがわかるが、これは具体的に次のよう
に分解する。

C [Ng ] ' H '
M
�2Q+

m��(�) (m� = dim �(�)T )

ここで T はカルタン部分群、Q はルート格子、Q+ はそのうち優形式であるようなも
のの全体を表す。さらに � 2 Q+ に対して、�(�)は G の最高ウェイト �を持つような
有限次元既約表現である。重複度 m� = dim �(�)T はゼロウェイト空間の次元で与えら
れる。

以上述べたことはすべて [12] で得られた結果である。

Example 1.1 例として、特殊線型群G = SLn(C ) を考えてみよう。

べき零軌道()べき零行列の Jordan 標準形
() n の分割
()箱の個数が n の Young 図形

だから、べき零軌道はそれぞれ Young 図形と対応し、したがって有限個である。古典群
の場合、特殊線型群に還元することにより、(実リー群であっても)何らかの制約がついた
Young 図形とべき零軌道は対応する。
たとえば、自明な軌道は

f0g :自明な軌道 () ...

9>>>=
>>>;n 個

と対応し、主べき零軌道は、

AdG

0
BBBBB@

0 1
0 1

. . . . . .
. . . 1

0

1
CCCCCA () � � �| {z }

n 個
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と対応している。
この場合、指数は f1; � � � ; n� 1g なので、ポアンカレ級数は

PNg
(t) =

Qn

k=1(1� t
k)

(1� t)n2

であって、次数は degNg = n! = #Sn で与えられる。

上の例が示唆するように、べき零軌道は Weyl 群の表現と深く関っている。SLn(C ) の
場合には Weyl 群は n 次の対称群で、その表現がやはり Young 図形でパラメータづけさ
れることはよく知られている通りである。一般にはそれほど単純ではなく、べき零軌道と
固定部分群の連結成分のなす群の表現をあわせて考えることにより、Springer 対応と呼
ばれる Weyl 群の表現との対応が得られる。
その他、軌道の閉包の特異点解消が旗多様体の部分多様体の余法線束として得られる

ことなど 1970年代以降の幾何学的な発展はめざましい。

2 実巾零軌道と対称対に付随した巾零軌道

この節以降、GR を (コンパクトでない)実半単純リー群、KR をその極大コンパクト部分
群とする。GR は、もっと一般に、認容としてもかまわない。GR および KR のリー環を
gR; kR で表わし、その複素化を g; kなどと書く。GR は複素リー群 GC に含まれていると
して、kに対応するリー部分群を KC で表す。部分リー環 kR を指定することで、gR のカ
ルタン対合 #が決まり、# の �1 固有空間分解としてカルタン分解 gR = kR � pR が得ら
れる。これを複素化したものを g = k� p と書く。
さて、実べき零多様体をNgR

= Ng \ gR で定義しよう。これは明らかに GR 不変であ
り、有限個の GR 軌道の和に分解する。また Np = Ng\pと置き、これを対称対 (GC ; KC )
に付随したべき零多様体と呼ぶ ([27] 参照)。Np は KC の随伴作用で不変であり、やはり
有限個の KC 軌道の和に分解する。
以上のような記号の氾濫は慣れているものには分かりやすいが、専門家以外には少々

分かりにくいだろう。少し例をあげておく。これは後でも頻繁に使用する基本的な例で
ある。

Example 2.1 GRとしては例えば、SU(p; q); SO(p; q); Sp(p; q)などを考えればよい。

(1) GR = U(p; q) のとき3。このときには U(p; q) をごく普通に実現すると、

KR =

�
U(p)

U(q)

�
; g = k� p =

�
glp

glq

�
�

�
Mp;q

Mq;p

�

がカルタン分解を与える。ただし Mp;q =Mp;q(C ) は p� q 行列の全体を表す。このとき
KC = GLp(C ) �GLq(C ) 加群として p =Mp;q �Mq;p 'Mp;q �M

�
p;q である。また、

Np = f(X; Y ) 2Mp;q �Mq;p j (XY )
k = 0 (9k 2 N)g

3U(p; q) は認容リー群であるが、SU(p; q) よりもむしろ自然で扱いやすい。
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(2) GR = O(p; q) のとき4。このときには O(p; q)をごく普通に実現すると、

KR =

�
O(p)

O(q)

�
; g = k� p =

�
sop

soq

�
�

��
X

tX

�����X 2Mp;q

�

がカルタン分解を与える。このとき KC = Op(C ) � Oq(C ) 加群として p ' Mp;q(C ) であ
る。また X 2 Mp;q(C ) がべき零元であるとは、p� p 行列 X tX がべき零行列であるこ
とと同値である。したがって

Np = fX 2Mp;q(C ) j (X
tX)k = 0 (9k 2 N)g

(3) GR = Sp(n;R) のとき。GR = Sp(n; C ) \ U(n; n) と実現しておくと5、

KR =

��
g

tg�1

����� g 2 U(n)
�
' U(n);

g = k� p =

��
A
� tA

�����A 2 gln
�
�

�
Sym n

Sym n

�

がカルタン分解を与える。ただし Sym n(C ) は n � n の複素対称行列全体を表す。した
がって KC ' GLn(C ) 加群として、p ' Sym n(C ) � Sym n(C )

� である。また

Np = f(X; Y ) 2 Sym n(C ) � Sym n(C ) j (XY )
k = 0 (9k 2 N)g

実べき零軌道は対称対 (GC ; GR)に関するべき零軌道と考えることもできる6。関口次
郎は、このような二つの対称対のべき零軌道の間に一対一の対応があることを一般に証明
している ([27])。このように一見異なる二つのべき零軌道の間に対応がつくことを発見し
たのは、画期的な出来事であった。この対応を Kostant-関口対応と呼ぶ。以下にKostant-
関口対応を含めた実べき零軌道の性質を簡単に紹介しておこう。

べき零多様体 NgR
と Np の性質

(a) 有限性 べき零軌道は有限個である。すなわち、#NgR
=AdGR <1; #Np=AdKC <

1が成り立つ。

(b) 巾零多様体 K# を GC (随伴群とする)の中でカルタン対合と可換な元全体のなす部
分群とする。K# は KC を連結成分に持つ、一般には連結でない代数群になる。

巾零多様体 Np は既約とは限らない代数多様体であって7、その零化イデアルは定数項
のない K# 不変式 C [p]K#

+ で生成される。正則関数環 C [Np ]は K# 加群として、p 上の
K# 調和多項式の全体と同型で、その既約分解は

C [Np ] '
X�




m

 (m
 = dim
M#)

4これは連結ではないが、やはり連結成分を考えるより、こちらの方が自然である
5これは通常の実現とは異なるが、対称対 (GC ;KC ) を考えるときにはこちらのほうが考えやすい。
6このように考えるときには、 gRではなく igRの中で考えるのが厳密ではあるが、ここではあまりこだ

わらない。
7K# が連結でないことは、巾零多様体が既約でないことを反映している。既約な対称対に関しては、既

約成分の個数は 2個か 4個程度であり、あまり多くない ([26])。
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で与えられる。ただし、
 は K# の既約表現全体をわたり、pR の極大可換部分空間 (カ
ルタン部分空間)を aR とするとき、M# = ZK#

(aR) (aR の K# における中心化群)であ
る。もちろん 
M# は 
 の中の M# 不変元のなす部分空間を表している (ゼロウェイト
空間の一般化)。

このように対称対 (GC ; KC )に付随するべき零多様体 Np に関しては、複素べき零多様
体とほぼ平行な議論ができ、それを一般化して同様な性質が成り立つ。これらの性質
は、初期の頃に Kostant-Rallis [13]によって得られている。しかし一方では、巾零多様
体が既約でないなどの障害も現れる。既約成分が完全交叉であるか、あるいは正規であ
るかなどの問題もまだ完全には解決されていないようである。

(c) Kostant-関口対応 ([27]) NgR
=AdGR と Np=AdKC の間に自然な一対一対応があ

る。

NgR
=AdGR

bijective
 ! Np=AdKC3 3

OR  ! O#

この対応の下で、OR と O# は同じ複素べき零軌道 OC を生成する。

OC = AdGC (OR) = AdGC (O#)

このとき OR は OC のラグランジュ部分多様体であり (特に dimROR = dimC OC であ
る)、OC \gR の連結成分の一つである。O# についても全く同じで、OC のラグランジュ
部分多様体であって (2 dimC O# = dimC OC )、OC \ p の連結成分の一つである。

(d) Kostant-関口対応をめぐる最近の動き

Kronheimer [14], Vergne [29] によってOR

KS-対応
 ! O# のとき、対応している二つの軌道

の間には KR 同変微分同相写像があることがわかっている8。この微分同相写像は微分
方程式で定義された、関手的ではないような写像で、まだその理解は完全ではないよう
に思う。

最近 Schmid-Vilonen [24]によって、coreと呼ばれるコンパクトな KR 軌道 C(OR) � OR

と C(O#) � O#が存在して、(1) KR 軌道空間として、C(OR) ' C(O#)であること; (2)
OR ' TC(OR)OR (法束) および O# ' TC(O#)O# が成り立つこと、などが明らかになって
いる。

3 表現とベキ零軌道の対応

この節では、非コンパクト実半単純リー群の既約表現に対して、どのようにしてべき零軌
道を対応させるのかを紹介したい。実半単純リー群の場合には、べき零多様体が NgR

と
Np の二通りあったように、ユニタリ表現にべき零軌道を対応させる方法にも、一見する
と非常に異なるように見える二つの方法がある。ここでは主に代数的な方法に焦点を当て

8KRは GR と KC とに共通の極大コンパクト部分群である。
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る。前節と同様、GR を (コンパクトでない)実半単純リー群、KR をその極大コンパクト
部分群とする。
コンパクト半単純リー群のユニタリ表現論は結局最高ウェイトの理論と同等である。

つまり任意のユニタリ表現は有限次元最高ウェイト表現の和に分解する。そして、最高
ウェイト表現の分類、構成は完全と言ってよいだろう。実際、分類はその名が示している
ように、優整形式の決定に帰着され、また構成は代数的には Verma 加群の理論で、幾何
的には Borel-Weilの理論によって得られる。古典群の場合には、他にも Schur の双対律
を使うなど個別の議論がある。
一方、非コンパクト群 GR のユニタリ表現は自明でなければ必然的に無限次元になり、

コンパクト半単純リー群の場合の最高ウェイト表現のような簡明な構造を持たない。実
際、いまだにユニタリ表現全体の分類理論は未完成である9。しかし、非コンパクトな場
合もリー環の表現を考えるのは有効な手段である。このリー環の表現を経由して、べき零
軌道を対応させることができる。それを紹介しよう。

3.1 随伴多様体

(�;H) を GR の既約ユニタリ表現とするとき、まずはその KR 有限ベクトルの全体 HK

をとる。すると HK にはGR のリー環 gR が表現の微分として自然に働き、それを複素線
型に拡張することによって (KR; g) 加群の構造を持つ。しかもこの加群は g の表現とし
て、代数的に既約になる!

g は (通常の括弧積に関しては)結合的代数ではないので、g を含むような結合的代数
として展開環 U(g) を考え、(�;HK) を U(g) 加群とみなすことにする。つまり

� : GR の (1 次元) 既約表現 微分
=) (�;HK) : (g; KR) 加群
拡張
=) 展開環 U(g) の既約表現 �

となっている。ここでは � の微分も同じ文字 � で表す。また厳密性を欠くが、HK につ
いては単に H と書くこともある。
このように表現を代数的に考察する手法は Harish-Chandraによって開発され、Vogan,

Schmid, Wallach など多数の人々によって磨きがかけられてきた。しかしリー環 g は本
質的に非可換なものであり、既存の代数幾何などの手法を使うためには、何らかの \可換
化"の操作が必要になる。幸い、g の展開環 U(g) はほとんど可換と思える構造を持って
いるから、これを利用する。
まず最初に、表現に対して複素巾零軌道を対応させておこう。

De�nition 3.1 (原始イデアル) U(g)の両側イデアル I が原始イデアル (primitive ideal)
であるとは、既約な U(g) 加群 M が存在して、I = AnnM = fX 2 U(g) j Xm =
0 (8m 2 M)g となっているときに言う。また GR の既約 (ユニタリ)表現 � に対して、
上のように KR 有限ベクトルを取って構成した、既約 U(g) 加群 HK の原始イデアルを
I� であらわす。

9複素リー群のユニタリ表現は Barbaschによって分類が完成した ([1])。また、実リー群に対しても個々
の具体的な群についてはユニタリ表現の分類はかなり進んできた印象を受ける。しかし、複素リー群の場
合でも具体的な実リー群の場合でも、その分類はかなり複雑で込み入っていて、まだまだ改良の余地がある
ように思われる。
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さて、U(g) には、X 2 U(g) が何個 (以下)の g の積で表わせるかによって自然な次
数付けが入っている。これは展開環の元を GR 上の微分作用素とみなすとき、その微分作
用素の階数による次数付けといっても同じである。しかも、この次数付けによって次数化
を行なうと、結果は可換環であり、具体的には対称代数 S(g) ' C [g� ]が得られる。
そこで、原始イデアル I� に対しても展開環の次数付けから来る次数化を行なう。す

るとこれは S(g) のイデアルになる。このイデアル gr I� は素イデアルとは限らないが、
gr I� の定義する代数多様体は既約になる。

Theorem 3.2 上記設定の下に、原始イデアル I� に対して、その次数化 gr I� の共通零
点の全体は既約な代数多様体であって、しかも一つの GC 巾零軌道の閉包に一致する。

V(gr I�) = OC
� (9OC

� 2 Ng=AdG)

ここで V(J)は、イデアル J の共通零点として定まる代数多様体を表わす。

既約表現に対しては展開環の中心 Z(g) はスカラーで作用する。したがって gr I� に
は、S(g)GC+ が含まれており、その共通零点は巾零多様体 Ng だったから、V(gr I�) は巾
零多様体に含まれている。また I� が両側イデアルであることから、それは GC 不変な多
様体、つまり有限個の巾零軌道の和である。ここまでは簡単だが、既約性の証明は難し
く、Borho-Brylinski, Joseph ([3], [4], [9]) によって証明された。この定理は 1980 年代初
頭に得られた輝かしい結果の一つである。しかし残念ながら、GR のユニタリ表現を考え
るには、原始イデアルは少し粗すぎる。
表現を対称対の巾零軌道に直接対応させることを考えよう。それには、g 加群の次数

化を考えればよい。U(g) の表現 � に対して、KC 安定な次数付けをひとつ取り、その次
数化を gr � と書く。すると gr � は grU(g) = S(g) 加群である。したがって Ann (gr�)
は S(g) のイデアルになる。

De�nition 3.3 (随伴多様体) (�;H) を GR の既約ユニタリ表現とする。このとき、
Ann (gr �) の定義する代数多様体は KC 安定な次数付けの取り方によらずに定まる。

AV (�) = V(Ann (gr�))

これを � の随伴多様体 (associated variety) と呼ぶ10。

この定義は、原始イデアルの場合の gr と Ann の順序を入れ替えただけであるが、結
果として出てくる多様体は OC

� の約半分になっている。

Theorem 3.4 GR の既約ユニタリ表現 (�;H) に対し、Np に含まれる巾零 KC 軌道
Oi (1 � i � r)が存在して、随伴多様体は Oi の和として表わされる。

AV (�) =
r[
i=1

Oi

10同様に V(gr I�) = V(gr (Ann �)) を原始イデアルの随伴多様体と呼ぶ。少々紛わしいが、要するに I�
の随伴多様体は加群 U(g)=I� の随伴多様体のことである。
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この分解は代数多様体としての既約分解を与えており、Oi の次元は全て同じである。ま
た、各 Oi は原始イデアルの定める複素巾零軌道を生成する。

AdGC (Oi) = O
C

� (8i)

随伴多様体は、さらに重複度を考慮することによって詳細な情報を持たせることがで
きる。Vogan ([30], [31])によって、GR の表現 (を極大コンパクト部分群に制限したもの)
は Np の巾零 KC 軌道上のKC 同変なベクトル束の正則切断 (の和)とほぼ等価なことが分
かってきているが、おおざっぱに言って重複度はこのベクトル束の階数を表わしている。

De�nition 3.5 (随伴サイクル) (�;H)を既約 (g; KR) 加群とする。M = grH は、有限
生成 A = S(g) 加群になる。このとき、AV (�) = suppM = V(AnnM) = [ri=1Oi であ
る。suppM の既約成分 Oi の定義素イデアルを Pi と書き、MPi を Pi における局所化と
すると、MPi は APi 加群として有限の長さを持つ。その長さを mi と書くとき、

AC (�) =
rX
i=1

mi[Oi] (mi = lengthAPiMPi)

を � の随伴サイクル (associated cycle) と呼ぶ。

Remark 3.6 � 2 Oi を取り、その KC における固定部分群 (KC )� を考える。このとき
重複度 mi は (KC )� の (既約とは限らない)表現の次元であることが分かっている。また、
もし随伴多様体が既約で、PM = 0 (P = P1) なら、重複度はm = dimC M�=m(�)M� で
ある (ただし、M� は点 � 2 O = O1 における局所化、m(�) は � における極大イデアル
を表す)。従って、この場合には自然な (KC )� の表現が、M�=m(�)M� 上で考えられる。

Example 3.7 随伴多様体は比較的よく計算されているが、随伴サイクルについては、ほ
とんど自明と思われる場合以外に計算例はあまり多くない。よく知られた簡単な例を挙げ
ておく。

(1) 有限次元表現 � の場合。GR がコンパクトでなければ、� はユニタリではないが、原
始イデアル、随伴多様体、随伴サイクルなどはユニタリ表現の場合と全く同じように定
義できる。これは有限次元表現に限った話ではなく、既約認容表現については、事情は
全く同じである。

OC

� = f0g

AV (�) = f0g

AC (�) = dim� � [f0g]

(2) 極小放物型部分群 QR の有限次元既約表現 � から誘導された主系列表現 � = Ind GR
QR
�

の場合。

OC

� = Ad (GC )n; n = (q のべき零根基)

AV (�) = Np

AC (�) = dim� � Np =
X

O:max.dim

dim� � [O]

9



(3) (GR; KR)を既約な Hermite対称対とする。このときは KC の表現として、p = p+�p�

と二つの既約成分に分解する。pR を GR=KR の接ベクトル空間と見なすとき、p の既約
分解は対称空間 GR=KR に GR 不変な複素構造を定めることになる。
以上の設定の下に、正則離散系列表現 � とは、GR=KR 上の正則ベクトル束の L2 切断と
して実現される GR の自乗可積分可能なユニタリ表現である。ベクトル束を定めている
KR の表現を � と書こう。これは � の極小 K タイプと呼ばれているものに一致する。

OC

� = Ad (GC )p
+ = Ad (GC )p

�

AV (�) = p+

AC (�) = dim � � [p+]

3.2 波面集合と漸近台

GR のユニタリ表現 � に対して、指標 �� を GR 上の超函数として定義することができ
る。表現は無限次元であるが、表現の作用素のトレースと考えてよい。ただ、例えば単位
元における値は (表現の次元を与えるので)無限大になっているから、GR 上の点すべてで
定義されているわけではない。しかし Harish-Chandraによって、GR の正則半単純元の
なす稠密開集合上では解析関数になることが知られている。
さて、�� に対して波面集合 (wave front set) と呼ばれる、�� の超函数としての特異

性を表す集合が余接束 T �GR 上に定義される。表現 � の波面集合は、この �� の波面集
合を、単位元での余接平面、つまり g�

R
に制限したものである。指標は AdGR で不変 (類

関数)なので、波面集合もまた Ad �GR で不変である。また、上でも述べたように �� は
正則半単純元上では解析的なので、波面集合は正則半単純元には台を待たない。もっと積
極的に、実は、波面集合はべき零多様体 NgR

に含まれる閉集合であることがわかる ([7],
[22])。波面集合を WF (�) で表わす。
一方 Barbasch-Vogan ([2]) は、指標の単位元の近傍における漸近展開の斉次項を

Fourier 変換すると、その台が巾零多様体に含まれること、さらに初項の Fourier 変換
は巾零軌道上の不変測度の和として表わされることを示した。各斉次項を Fourier 変換し
たものの台は巾零軌道の和であるが、漸近台 (asymptotic support) をそれらすべての巾
零軌道の和として定義する11。これを AS (�)であらわそう。聊かいい加減に書けば、

AS (�) = supp (Fourier-transf.(��)) =
r[
i=1

OR

i (OR

i 2 NgR
=AdGR)

AdGC (O
R

i ) = O
C

� (8i)

となる。
波面集合との関係では、次の結果が証明されている ([22])。

Theorem 3.8 (Rossmann) GR の既約認容表現 � の無限小指標が正則であれば、
WF (�) = AS (�)が成り立つ。

11巾零軌道は有限個しかないので、もちろんこれは閉集合である。さらに初項の Fourier 変換に現れる巾
零軌道は漸近台の中で開であって、その和は稠密である (Rossmann [22])。
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さらに、長い間の懸案であった、漸近台と随伴多様体の関係が Kostant-関口対応によっ
て与えられることが、最近になって Schmid-Vilonen [25]によって証明されている。

Theorem 3.9 (Schmid-Vilonen) � を GR の認容表現としたとき、AV (�) と AS (�)
は Kostant-関口対応で対応する。

実は、漸近台についても、漸近展開の初項の Fourier 変換が巾零軌道上の不変積分の
何倍になっているかを数えることによって、漸近サイクルが定義できる。Schmid-Vilonen
はこの漸近サイクルと随伴サイクルが本質的に同じであることを証明している。つまり、

AC (�) Kostant-関口 �����������! Asympt.Cycle (�)
k kP

imi[Oi]  ����!
P

imi[OR
i ]

が成り立っている。

4 表現の theta 対応

G R = SpN(R) に対して、G R の部分群の組 (GR; G
0
R
)が dual pair であるとは、G R にお

ける一方の中心化群がもう一方に互いに一致するときに言う12。この論説では GR; G
0
R
と

もに認容 Lie 群の時のみを扱う。

G R = SpN(R)
[ [

GR G0
R

(GR; G
0
R) : dual pair

Example 4.1 dual pair の例をいくつかあげておこう。これらはすべて G0
R
が Hermite

対称型になっている場合である。

G R GR �G0R

Sp(p+q)n(R) O(p; q)� Spn(R)

Sp(p+q)(r+s)(R) U(p; q)� U(r; s)

Sp(p+q)2n(R) Sp(p; q)� O�(2n)

さて、シンプレクティック群 G R = SpN(R) は Weil 表現と呼ばれる非常に小さなユニ
タリ表現を持つ (この表現は調和振動子表現、metaplectic 表現、Segal-Shale-Weil表現な
どとも呼ばれる)。これを 
で表わそう。この表現は既約ではなく、二つの既約成分に分
解する。そのいずれもが極小表現と呼ばれる表現である。また二つの既約成分の随伴多様

12もちろん G R をシンプレクティック群とする必要はない。一般の枠組みでも dual pairは研究されてい
る。例えば、[23] を参照のこと。
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体はどちらも同じであって、Np に含まれる、次元が (ゼロではない)最小のべき零軌道の
閉包に一致している。つまり、


 = 
+ � 
� :極小表現; OC


� = O
C

min
; AV (
�) = Omin

また、どちらもユニタリ最高ウェイト表現である。自明でない、次元が最小の巾零軌道は
二つあって、それらは極小巾零軌道と呼ばれるが、我々は Weil表現の随伴多様体になって
いるものを一つ固定して考える13。極小軌道については、後述する式 (5.1)を見られたい。

Weil 表現については、[32], [10], [8], [21] などを参照されたい。また [34] も役に立つ
だろう。

De�nition 4.2 � 2 cGR; �
0 2 cG0

R
を二つの既約表現とする。この二つの表現が theta 対

応によって対応しているとは、
 から � 
 �0 への、自明ではない GR � G
0
R
準同型が存

在するときに言う。つまり、

� theta corr. ���������! �0 () 9GR �G
0
R-morphism : 
� � 
 �0

このとき、� = �G0
R
!GR(�

0) = �(�0)と書いて、� を �0 の theta 持ち上げという。この対応
は一対一で well-de�ned である。したがって、逆に �0 は � の theta 持ち上げでもある。

実リー群のとき、このような対応が存在して矛盾無く定義できていることは Howe [8]
によって示され、現在は p 進代数群やアデール群の範疇で定式化されている。この theta
対応は、その発見者に因んで Howe 対応とか、あるいは duality correspondence, dual pair
correspondence などと様々な名で呼ばれている。

Example 4.3 (1) G0
R
がコンパクト群で GR が非コンパクトなら、必然的に GR は Her-

mite 対称型になる。�0 として G0
R
の有限次元既約表現を取ると、� = �(�0) はユニタリ

最高ウェイト表現である。

(2) 上の例をもう少し具体的に見てみる。dual pair (GR; G
0
R
) = (Spn(R); O(p)) を考えよ

う。� = �(�0) とおくと、

2n < p なら、� は正則離散系列表現、
n > 2p なら、� は特異ユニタリ最高ウェイト表現

になる。

さて、 theta 対応によって随伴サイクルはどのように対応しているだろうか? �; �0 の
随伴サイクルを

AC (�0) =
X
i

m0
i[O

0
i] O0i 2 Np0=K

0
C

AC (�) =
X
j

mj[Oj] Oj 2 Np=KC

のように書いておこう。我々の問題は、次のようなものである。
13実は Weil 表現も最高ウェイト表現に取るか、最低ウェイト表現に取るかで、二通りの選び方がある。
二つの極小巾零軌道の存在はこの事実と符合するものである。
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Problem 4.4 �; �0 を theta 対応で対応する (ユニタリ)表現とする。このとき、9 巾零
軌道の対応 : O0i  ! Oi があって、fmjgは fm0

igで簡単に表わせるだろうか?

この問題は、重複度を考慮しないで随伴多様体に限っても、まだ未解決である。しか
し、 Przebinda, Trapa 達によって研究が進展している。特に随伴多様体が既約の場合に
は、巾零軌道の対応が後に述べる theta 対応で得られるだろうということが予想されて
いる ([28], [6])。
以下、この問題に関する我々の結果を紹介したい。我々の結果は �0が有限次元ユニタ

リ表現 (G0
R
は必ずしもコンパクトとは限らない)か、もしくは正則離散系列表現の場合に

この問題の完全な解答を与えるものである。
結果を述べる前に、まず巾零軌道の theta 対応を解説しなければならない。

5 ベキ零軌道の theta 対応

まず W = C n に標準的な Hermite 内積 ( ; )を入れておく。W を実ベクトル空間 R2n と
みなしたものを WR と書こう。WR は W の実形を表わしているのではないことに注意し
ておく。さて、( ; ) の虚部を取ることにより、WR には実双線型形式

hu; vi = Im(u; v) (u; v 2 WR)

が定義されるが、これは非退化な歪対称形式、つまりシンプレクティック形式になる。そ
こで、このシンプレクティック形式に関する実シンプレクティック群を G R = SpN(R) =
Sp(WR) と表わそう。G R の Lie 環の複素化 G の Cartan 分解を

G = K�P; P = P+ �P�

と書いておく (例 2.1 参照)。GR の Cartan 分解を g = k� p と書くと (G0
R
についても同

様の記号を使う)、p� p0 � P であるように Cartan 分解をうまく取れる。そこで包含写
像 p; p0 ,! P の双対 P� ! p�; p0� を考え、さらに G 上の Ad G C 不変な非退化双線型形
式に関する同一視 P� ' P などを行なう。
さて、Weil 表現の随伴多様体は極小軌道の閉包だった: AV (
) = Omin � P�. このと

き、W=f�1g ' Omin であることに注意しよう。具体的には Omin � SymN (C ) ' P+ で
あって (例 2.1 (3) の記号参照)、

Omin = fX 2 SymN(C ) j rankX = 1g � P; Omin = Omin \ f0g (5.1)

である。W から Omin への商写像は

W 3 w 7�! w � tw 2 Omin � SymN(C )

で与えられる (w はタテベクトルとみなした)。これらを引き続いて行なった写像 ';  を
次の図式で定義しよう。
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�
�
�
�
�
�
���

�
��	

A
A
A
A
A
A
AAU

@
@@R

W

Omin

'  

p p0

ここで Omin ! pなどは、射影 P! pを Omin に制限したものである。W = C
N には G R

の極大コンパクト部分群 K R = U(N)が行列の掛け算で作用しているが、KR�K 0
R
� K R

となるように極大コンパクト部分群を選べるので、KC �K 0
C
� GLN (C ) = K C は自然に

W に作用している。

Lemma 5.1 ([18], [19]) ';  はそれぞれ KC ; K
0
C
同変写像であって、しかも ' : W !

'(W ) � p は K 0
C
によるアフィン幾何学的商写像、また  : W !  (W ) � p0 は KC に

よるアフィン幾何学的商写像である。つまり、 Im' ' W==K 0
C
; Im ' W==KC が成り

立つ。

Example 5.2 O(p; q)� Spn(R) � Sp(p+q)n(R) の場合。この場合は

W =Mp;n(C ) �Mq;n(C ); p =Mp;q(C ); p0 = Sym n(C ) � Sym n(C )

である。写像の方は、W =Mp;n(C ) �Mq;n(C ) 3 (A;B)に対して、

'(A;B) = A tB;  (A;B) = ( tAA; tBB)

で与えられる。

�
�

�	

@
@
@R

W =Mp;n �Mq;n 3 (A;B)

'  

A tB 2 p =Mp;q Sym n � Sym n = p0 3 ( tAA; tBB)

以下 dual pair (GR; G
0
R
) は既約、かつ G0

R
はコンパクト、あるいは非コンパク

トで Hermite 対称型と仮定する。さらに、(GR; G
0
R
) は stable range にあって14、

14通常 stable range というと、以下の表中の条件で等号も許した不等号が成り立つことであるが、少し
微妙な問題もあるので、ここでは等号を許さない条件としておく。また、以下の議論では stable range の
条件は本質的だが、 Hermite 対称型とかコンパクトといった仮定はあまり本質的ではない。しかし簡単の
ため、下記の 3つの場合にのみ話を進めることにしたい。
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G0
R
の方が小さいとしよう。つまり、次のような 3つの場合を考えるのと同じである。

G R GR �G0R stable range 条件

Sp(p+q)n(R) O(p; q)� Spn(R) 2n < min(p; q)

Sp(p+q)(r+s)(R) U(p; q)� U(r; s) r + s < min(p; q)

Sp(p+q)2n(R) Sp(p; q)� O�(2n) n < min(p; q)

De�nition 5.3 (巾零軌道の theta 持ち上げ) 上記仮定の下に、O0 を Np0 の K 0
C
巾零軌

道とする。このとき、Np の KC 巾零軌道であって、

' Æ  �1(O0) = O

となるようなものが存在する。このとき O � p を O0 � p0 の theta 持ち上げと呼び、
O = �(O0) と表わす。

' Æ  �1(O0) = O となるような O が存在することは、個々の具体的な場合には知ら
れていたようであるが、あまり広くは認識されていないようである。最近、上記の dual
pair に対する仮定よりもっと弱い条件のもとに、太田琢也が対称対を用いた証明を与え
ている。太田氏の証明は未発表だが、早期の出版を望みたい。
以後の展開とも関係するので、定義における KC 巾零軌道 O の存在について (太田氏

とは違う方法で)少し説明しておこう。まず、� =  �1(O0) � W とおくと、これは既約
なアフィン代数多様体であって、ある KC �K

0
C
軌道の閉包になる。また ' : W ! '(W )

は幾何学的商写像 (従って閉写像)なので、'(�) ' �==K 0
C
は KC 不変な、p の既約閉部

分多様体である。したがって、それはただ一つの KC 軌道 O の閉包である。つまり、

O ' �==K 0
C
; C [O ] = C [�]K

0
C ; ただし � =  �1(O0)

が成り立っている。

Example 5.4 U(2; 3)! U(5; 5) の theta 持ち上げの例。
U(p; q) の巾零軌道は符号つきの Young 図形によって分類されている (例えば、[5] 参

照)。これは Jordan 標準形による複素軌道の分類と、その複素軌道が実軌道としてどう
分解するか (つまり Hermite (p; q) 形式を巾零元の固有空間に制限したとき、どのような
符号を持つのか)によって実軌道を分類するものである。同じような分類が O(p; q)とか、
Sp(p; q) などでも知られている。
具体的には、U(p; q) の巾零軌道は、箱の個数が p + q 個で、そのうち + の符号を持

つものが p 個、� の符号を持つものが q 個であるような符号つきの Young 図形で表わ
される。ただし、同じ行内では � は交互に現れるものとし、さらに、同じ長さの行は場
所を入れ替えても同じとみなす。
このとき、 theta 持ち上げ U(r; s) ! U(p; q) は、(r; s) の符号を持つ Young 図形の

第一列目の左横 (第 0列目)に、長さが (p + q)� (r + s) 個の箱からなる一列をつけ加え
ることで表わされる。つけ加えた箱の符号は自然に決まってしまう。例えば、次のように
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なる。

+ �
� +
�

�!

� + �
+ � +
+ �
+
�

他の二つの場合も基本的には同じことである。

6 随伴サイクルの theta 持ち上げ

いよいよ主結果を述べよう。x4 と x5 の記号はそのまま用いる。
まず最初に、G0

R
の有限次元既約ユニタリ表現の GR への theta 持ち上げについての

結果を述べよう。

Theorem 6.1 ([16], [33], [17]) 既約な dual pair (GR; G
0
R
) を考える。さらに GR は

Hermite 対称型であって、(GR; G
0
R
)が stable rangeにあるとしよう。このとき、G0

R
の有

限次元既約ユニタリ表現 �0 に対して、その theta 持ち上げを � = �(�0)、自明な巾零軌
道の theta 持ち上げを O1 = �(f0g) と書いておくと、

AC (�0) = dim�0 � [f0g]; AC (�) = dim�0 � [O1]

Dim� = dimO1; Deg � = dim�0 � degO1

が成り立つ。ただし、Dim� は Gelfand-Kirillov次元、Deg � は Bernstein 次数をそれぞ
れ表わす。

Remark 6.2 この定理において、G0
R
はコンパクト群か、あるいは p. 15の表にあるよう

な 3つの場合の一つである (コンパクト群の場合も形式的に表中の場合の一つと考えるこ
とができる)。G0

R
がコンパクトの時には、[16] と独立に山下 [33] によって随伴サイクル

が計算されている。G0
R
がコンパクトでないときには、�0 として許されるのはユニタリ指

標 (一次元表現)のみである ([17])。いずれにせよ、自明な表現はいつでも �0 として許さ
れていることに注意する。

この定理では stable range という仮定は本質的であって、stable range でないときに
はこのような結果は成り立たない。また、stable range においてはユニタリ表現の theta
持ち上げがまたユニタリ表現になっているという事実にも注意しておこう ([15] 参照)。こ
れも stable rangeに特徴的な性質である。
次に dual pair (GR; G

0
R
) を p. 15 の表にあるような 3つの場合の一つであるとして、

正則離散系列表現の theta 持ち上げを考えよう。

Theorem 6.3 ([17], [20]) dual pair (GR; G
0
R
) を p. 15 の表にある 3つの場合の一つで

stable rangeにあるとする。特に G0
R
は Hermite対称型で、正則離散系列表現 �0 を持つ。

� 0 を �0 の極小 K 0
R
タイプとし、� = �(�0) をその theta 持ち上げとする。またO0 � p0

+
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を p0
+ = AV (�0)において開かつ稠密な K 0

C
巾零軌道、Ohol = �(O0)を theta 持ち上げと

する。このとき、

AC (�0) = dim � 0 � [p0
+
]; AC (�) = dim � 0 � [Ohol]

Dim� = dimOhol; Deg � = dim � 0 � degOhol

が成り立つ。

これらの定理は、巾零軌道の対応と表現の対応、そして重複度の対応が大変うまくいっ
ていることを示唆している。つまり次のはなはだ楽天的な予想が成り立つのではないかと
いう期待を抱かせてくれる。

Conjecture 6.4 dual pair (GR; G
0
R
)が stable range にあるとする。G0

R
のユニタリ表現

�0 でその随伴多様体が既約であるようなものをとると、随伴サイクルは O0 の定数倍であ
る。それをAC (�0) = m0[O0]と表わしておく。このとき � = �(�0)の随伴多様体は既約で
あって、次の式が成り立つ。

AC (�(�0)) = m0[�(O0)]

Remark 6.5 U(p; q)�U(r; s) の場合には � = �(�0)の随伴多様体の既約性はどうやら正
しいようであるが、まだ完全な証明はない ([28])。この予想の焦点は、theta 持ち上げを
しても重複度が同じになるという点にある。今のところこの部分については問題は完全に
open であるように思われる。

7 巾零軌道上の正則関数環

ここでは GR のユニタリ表現を離れて、巾零軌道の正則関数環そのものに対していくつ
かの結果を例をあげて紹介しよう。

7.1 自明な軌道の theta 持ち上げと正則関数環

まず Np0 の自明な K 0
C
巾零軌道 f0g の theta 持ち上げについて述べよう。一般に (stable

rangeにおける)自明な軌道の theta 持ち上げ O1 は 2-step の巾零元からなる巾零軌道で
ある。G0

R
を stable range の範囲内でいろいろ取り替えることにより、古典型の場合には

全ての 2-step 巾零軌道がこのようにして得られるようである15。
以下に (O(p; q); Spn(R)) を例にとって正則関数環 C [O1 ]の構造について述べよう。詳

しくは、[17], [18], [19], [20] などを見てください。

Example 7.1 (GR; G
0
R
) = (O(p; q); Spn(R)) (2n < p; q) とする。このとき、p = Mp;q

には KC = O(p; C ) � O(q; C ) が、左から O(p; C ) の元を、右から O(q; C ) の元の転置行
列をそれぞれかけることによって、行列の掛け算で自然に作用している (例 2.1 参照)。こ
れはもちろん随伴作用を書き直したものにすぎない。

15たぶん正しいと思うが、面倒なので確かめていないだけ。
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O1 = �G0!G(f0g) � Np を自明な軌道の theta 持ち上げとしよう。すると、

O1 = fX 2Mp;q j rankX = n;X tX = 0; tXX = 0g;

O1 = fX 2Mp;q j rankX � n;X tX = 0; tXX = 0g

はそれぞれ dterminantal variety の既約部分多様体になっている。このとき、軌道の閉包
上の正則関数環は KC = O(p; C ) �O(q; C ) の表現として次のように分解する。

C [O1 ] '
X�

�2Pn

�p(�)� �q(�)

ここで、Pn = f� = (�1; : : : ; �n) j �1 � � � � � �n � 0g は長さが n 以下の分割を表わし、
�p(�) は O(p; C ) の最高ウェイト � を持つ有限次元既約表現である。
結果として、O1 には KC が重複度自由に作用していることが分かる。

7.2 正則離散系列の随伴巾零軌道の theta 持ち上げ

ここでは正則離散系列表現の随伴巾零軌道 O0 � p0+ (開かつ稠密)の theta 持ち上げを考
える ([17], [18])。一般に p0+ は K 0

C
の作用で概均質ベクトル空間になっており、O0 はそ

の唯一の開軌道である。Ohol = �(O0) � pをその theta 持ち上げとしよう。これは 3-step
の巾零元からなる軌道である。

Example 7.2 (continued) p0+ = Sym n(C ) は K 0
C
= GLn(C ) の作用で概均質ベクトル

空間になっており、O0 � Sym n(C ) はその唯一の開軌道である。具体的には

O0 = fX 2 Sym n(C ) j rankX = ng

と書けている。theta 持ち上げ Ohol � p = Mp;q(C ) はその閉包とともに次のように与え
られる。

Ohol = �G0!G(O
0) = fX 2Mp;q j rankX = n; rankX tX = n; tXX = 0g

Ohol = fX 2Mp;q j rankX � n; tXX = 0g

この場合 Ohol 自身はかなり複雑な表示になっていることに注意しよう。
さて、自明な軌道の持ち上げの場合と違い、この場合KC = O(p; C )�O(q; C )はOholに

重複度自由には作用していない。しかし、もう少し大きな群、具体的にはO(p; C )�GL(q; C )
が Ohol に行列の掛け算によって自然に作用し、その作用は重複度自由なのである ([20])。
正則関数環の分解は次のようになる。

C [Ohol ] '
X�

�2Pn

�p(�)� �q(�)

ここで�q(�)は最高ウェイトが �の GLq(C ) の有限次元既約表現である。この群O(p; C )�
GL(q; C ) は Ohol を保存しない。その閉包にのみ働くのだが、表現の K タイプの分解と
C [Ohol ] の分解とはほとんど一致していることが確かめられる。
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最後に巾零軌道を射影化した射影多様体の次数について、表現論的な解釈から得られ
た次数の積分による表示を与えておこう ([11], [20] 参照)。

Example 7.3 (continued) p を偶数とする。

degOhol =
1

V

Z


n

jDDn
(x)DAn�1

(x)j(x1 � � �xn)
p+q�3n dx;

V = n!
Y

0�i<j<n

(j2 � i2)(j � i)
Y

0�i<n�j<p=2

(j2 � i2)
Y

0�i<n�j�q

(j � i)

ここで変数 x = (x1; : : : ; xn) に対して、

DAn�1
(x) =

Y
1�i<j�n

(xi � xj);

DDn
(x) =

Y
1�i<j�n

(xi � xj)(xi + xj);


n = fx j
X

1�i�n
xi � 1; xi � 0 (8i)g

である。
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