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1 コンウェイとコクセターのフリーズ
1.1 フリーズって何だろう？
あまり聞き慣れない言葉かもしれないが，フリーズ (frieze) というのは，建築用語で
古典建築 (ギリシャ・ローマ)で柱や壁の上部の繰り返し装飾，転じて帯状の
繰り返しのある装飾一般

をさす．(図 1.1)

パルナッソス宮殿

パンテオン

1.2 数学に現れるフリーズ
数学では次のような数字の繰り返し列を意味する．いくつか例をあげてみる．

· · ·

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

· · ·

· · ·

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 1 3 1 2 2 1 3 1 2 2 1 3
1 3 1 2 2 1 3 1 2 2 1 3 1 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

· · ·

· · ·

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2
2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

· · ·
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1.3 ユニモジュラー規則とフリーズパターン
フリーズは単に周期的に数字を並べたものではない．

(1) 第 1行目には 0 を並べる

(2) 第 2行目には半分ずらせて 1 を並べる

(3) 第 3行目には種数列 (数字の列)，たとえば [1, 2, 2, 3, 1, 2, 4] を周期的に並べる．

(4) 第 4行目からさきはユニモジュラー規則で計算 (!!) する

(5) そうすると不思議なことに 1 の行と 0 の行が現れる

ユニモジュラー規則とは？

b

a d

c

=⇒ ad− bc = 1, つまり c =
ad− 1

b

このように上の 2行にある 3つの数字から 4番目の数字は決まる．
試しにやってみよう．種数列は [1, 2, 2, 3, 1, 2, 4] でやってみる．

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

次のページに答があるが，自分で埋めてみよう．· の位置が参考になるだろう．
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=⇒

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4

1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3

1 7 3 1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2

2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1.4 自由にプリーズ!

フリーズの作り方はいくつかある．

• 種数列から始める（すでにやった）

• 対角線から始める．上の例では [0, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 0]

• ジグザグ対角線から始める．(やってみよう．おもしろい．)

• 変数!! からはじめる

いつもうまく行くとは限らないが，対角線に 1 を並べておけばいつもうまく行く．い
くつか例をあげておく．
1 の稲妻配置

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

変数 x, y, z で始める

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

x y+1
x

x+z
y

y+1
z z xy+yz+x+z

xyz x y+1
x

x+z
y

y+1
z z xy+yz+x+z

xyz x y+1
x

x+z
y

y+1
z z xy+yz+x+z

xyz

y yz+x+z
xy

xy+x+z
yz y yz+x+z

xy
xy+x+z

yz y yz+x+z
xy

xy+x+z
yz y yz+x+z

xy
xy+x+z

yz y yz+x+z
xy

xy+x+z
yz y yz+x+z

xy
xy+x+z

yz

z xy+yz+x+z
xyz x y+1

x
x+z
y

y+1
z z xy+yz+x+z

xyz x y+1
x

x+z
y

y+1
z z xy+yz+x+z

xyz x y+1
x

x+z
y

y+1
z

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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1.5 人生，いつもうまく行くとは限らない
出鱈目な種数列を使うともちろん (?)フリーズ模様にはならない．

出鱈目な種数列: [2, 3, 3, 1, 4, 5]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 3 1 4 5 2 3 3 1 4 5 2 3 3 1 4 5
5 8 2 3 19 9 5 8 2 3 19 9 5 8 2 3 19 9
13 5 5 14 34 22 13 5 5 14 34 22 13 5 5 14 34 22

8 12 23 25 83 57 8 12 23 25 83 57 8 12 23 25 83 57
19 55 41 61 215 35 19 55 41 61 215 35 19 55 41 61 215 35

87 98 100 158 132 83 87 98 100 158 132 83 87 98 100 158 132 83
155 239 259 97 313 380 155 239 259 97 313 380 155 239 259 97 313 380

378 619 159 230 1433 677 378 619 159 230 1433 677 378 619 159 230 1433 677
979 380 377 1053 2553 1651 979 380 377 1053 2553 1651 979 380 377 1053 2553 1651

601 901 1726 1876 6226 4276 601 901 1726 1876 6226 4276 601 901 1726 1876 6226 4276
1425 4125 3075 4575 16125 2625 1425 4125 3075 4575 16125 2625 1425 4125 3075 4575 16125 2625

規則的な種数列でもダメ．

出鱈目な (!!)規則的種数列: [1, 2, 3, 4, 5]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 5 11 19 4 1 5 11 19 4 1 5 11 19 4
2 18 52 15 3 2 18 52 15 3 2 18 52 15 3
7 85 41 11 5 7 85 41 11 5 7 85 41 11 5
33 67 30 18 17 33 67 30 18 17 33 67 30 18 17

26 49 49 61 80 26 49 49 61 80 26 49 49 61 80
19 80 166 287 63 19 80 166 287 63 19 80 166 287 63

31 271 781 226 46 31 271 781 226 46 31 271 781 226 46
105 1275 615 165 75 105 1275 615 165 75 105 1275 615 165 75

対角線に並べる数列も出鱈目だとダメだ．もっともこの場合には周期的にはなるが，フ
リーズに現れる数が自然数ではない!!

自然数が現れるのが当たり前だと思っていたが，実はそうではなかった!!

出鱈目な対角線: [0, 1, 2, 2, 4, 3, 1, 0]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 3/2 3 5/4 5/3 3 31/24 2 3/2 3 5/4 5/3 3 31/24 2 3/2 3 5/4 5/3 3 31/24

2 7/2 11/4 13/12 4 23/8 19/12 2 7/2 11/4 13/12 4 23/8 19/12 2 7/2 11/4 13/12 4 23/8 19/12

4 23/8 19/12 2 7/2 11/4 13/12 4 23/8 19/12 2 7/2 11/4 13/12 4 23/8 19/12 2 7/2 11/4 13/12

3 31/24 2 3/2 3 5/4 5/3 3 31/24 2 3/2 3 5/4 5/3 3 31/24 2 3/2 3 5/4 5/3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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1.6 コンウェイとコクセター・写真と生年月日
フリーズに天才的な理解をもたらしたのがコクセターで，その証明にはコンウェイの天
才が必要だった．

H.S.M.Coxeter (1907–2003)

John Conway (1937–2020)

[論文]：
コクセター [4] H. S. M. Coxeter, Frieze patterns, Acta Arith. 18 (1971), 297–310.

コンウェイ・コクセター [2], [3] J. H. Conway and H. S. M. Coxeter, Triangulated polygons

and frieze patterns, Math. Gaz. 57 (1973), 87–94; 175–183.
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2 三角形分割と奇蹄列
2.1 コンウェイ・コクセターの定理
定理 2.1 (Conway-Coxeter). フリーズ・パターンが出来上がるための必要十分条件は種
数列が多角形の三角形分割に付隨した奇蹄列であることである．

種数列 = 奇蹄列

不思議なことに奇蹄列から始めると垂直方向にも周期的になる．
では，奇蹄列 = quiddity とは？

2.2 三角形分割
凸多角形の頂点同士を結んで多角形を三角形に分割することを三角形分割という．例を
見てみる．

図 1: 多角形の三角形分割

多角形の頂点ごとに，いくつの三角形が集まっているかを数えて，それを並べたもの
を奇蹄列と呼ぶ．上の図の三角形分割に対する奇蹄列:

上段左から [1, 3, 1, 3, 1, 3], [1, 3, 2, 1, 3, 2], [1, 2, 3, 1, 3, 1, 4], [1, 3, 3, 1, 2, 3, 2]

凸 n 角形の三角形分割の性質

• 奇蹄列によって三角形分割はただ一つに決まる

• 三角形の個数は n− 2 個

• 奇蹄列の総和は 3(n− 2)

• 三角形分割の仕方の総数はカタラン数 Cn−2

8



2.3 カタラン数

Eugène Catalan (1814–1894)

カタラン数Cn =
1

n+ 1
2nCn =

1

n+ 1

(2n)!

(n!)2
:

C0 = C1 = 1, C2 = 2, C3 = 5, C4 = 14, C5 = 42, C6 = 132, . . .

カタラン数はさまざまな組合せ論的解釈がある (Stanley の本 [8] には 214 通りの解釈
が述べられている)

(1) トーナメントの組合せの総数

(2) n 組の括弧の入れ子の仕方の総数
たとえば，n = 3 のときは 5 通りある((

()
))

,
(
()()

)
,
(
()
)
(), ()

(
()
)
, ()()()

(3) 一辺が n の正方形格子上の左下隅から右上隅の頂点に向かう経路で対角線より上の
点（対角線を含む）を通るものの総数

(4) 円周上の 2n 個の点を n 本のたがいに交わらない弦で結ぶ方法の総数

(5) 源氏香の総数（下図参照）（実は少し違う．源氏香の数は 52 で，源氏物語は 54 帖．
さらにカタラン数は C5 = 42 である．何がどう異なっているのかは宿題とする．）

デジタル大辞泉より

9



3 コンウェイ・コクセターのフリーズの性質
面白い性質がいくつもある!!! 発見してみよう．（すぐにわかるものから，なかなかわか
らないものまで．）

7角形: [1, 2, 2, 3, 1, 2, 4]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4

1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3

1 7 3 1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2

2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

何か特徴は見つかっただろうか？ 自分で見つけて書き込んでみよう．（7つもあって多
すぎる？ いやいや，もっとたくさんありますよ～．）

• 特徴 1:

• 特徴 2:

• 特徴 3:

• 特徴 4:

• 特徴 5:

• 特徴 6:

• 特徴 7:
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4 連分数とフリーズ
種数列は奇蹄列（三角形分割）だった ⇝ 対角線は奇蹄列で表せる!

4.1 連分数
次のような分数を連分数と呼ぶ．たとえば高木貞治の教科書 [9] 参照．

[a0; a1, a2, . . . , an] = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

· · ·+ 1

an−1 +
1

an

= a0 +
1 |
| a1

+
1 |
| a2

+ · · ·+ 1 |
| an

無限個続く極限まで許すと楽しい連分数がたくさん知られている
その例（Wikipedia より）

π =
4

1 +
12

2 +
32

2 +
52

2 +
72

2 +
92

2 +
. . .

=
4

1 +
12

3 +
22

5 +
32

7 +
42

9 +
. . .

= 3 +
12

6 +
32

6 +
52

6 +
72

6 +
92

6 +
. . .

π = 2 +
2

1 +
1

1/2 +
1

1/3 +
1

1/4 +
. . .

= 2 +
2

1 +
1 · 2

1 +
2 · 3

1 +
3 · 4

1 +
. . .

π = 3 +
13

6 +
13 + 23

6 +
13 + 23 + 33 + 43

6 +
13 + 23 + 33 + 43 + 53 + 63

6 +
13 + 23 + 33 + 43 + 53 + 63 + 73 + 83

6 +
. . .
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4.2 連分因子
オイラーは連分因子 (continuant) を考えた．ここでは少しだけ形を変えたものを紹介
する．

a1 −
1 |
| a2

− 1 |
| a3

− · · · − 1 |
| an

= a1 −
1

a2 −
1

· · · − 1

an−1 −
1

an

=
Kn(a1, a2, . . . , an)

Kn−1(a2, a3, . . . , an)

たとえば

a1 =
a1
1

=
K1(a1)

K0(∅)

a1 −
1 |
| a2

=
a1a2 − 1

a1
=

K2(a1, a2)

K1(a1)

a1 −
1 |
| a2

− 1 |
| a3

=
a1a2a3 − a1 − a3

a2a3 − 1
=

K3(a1, a2, a3)

K2(a2, a3)

と計算できるから（実際にやってみて下さい，おもしろいよ）

K1 = a1, K2 = a1a2 − 1

K3 = a3K2 −K1 = a1a2a3 − a1 − a3

K4 = a4K3 −K2 = a1a2a3a4 − a1a2 − a1a4 − a3a4 + 1

K5 = a5K4 −K3 = a1a2a3a4a5

− a1a2a3 − a1a2a5 − a1a4a5 − a3a4a5 + a1 + a3 + a5

K5 はすでにそうとう複雑だが，パターンはあるようだ．よく式を見て欲しい．おわかり
になっただろうか?

K3 = 123− 1/2/3− /1/23

K4 = 1234− 12/3/4− 1/2/34− /1/234 + /1/2\3\4
K5 = 12345− 123/4/5− 12/3/45− 1/2/345− /1/2345

+ 1/2/3\4\5 + /1/23\4\5 + /1/2\3\45

そう，Kn は a1a2 · · · an から連続する aiai+1 を可能な限り取り除くことによって得られ
る．そのときに取り除くペアの個数によって符号をつけることを忘れないようにする．

4.3 連分因子とフリーズ
種数列 [a1, a2, . . . , an] によって構成されたフリーズの第 1対角線を次のように書いて
おく．

f−1 = 0, f0 = 1, f1 = a1, f2, f3, . . .
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定理 4.1 (Coxeter). 種数列を [a1, a2, . . . , an] とするとき，オイラーの連分因子
Ks(a1, a2, . . . , as) を用いてフリーズの対角線が与えられる．

fs = Ks(a1, a2, . . . , as)

ただし s は周期 n で考え，an+1 = a1 などと解釈する．

もちろん第 2対角線 g1 = a2, g2, g3, . . . は

gs = Ks(a2, a3, . . . , as)

なので，
fs
gs−1

=
Ks(a1, a2, . . . , as)

Ks−1(a2, a3, . . . , as)
= a1 −

1

a2 −
1

· · · − 1

as−1 −
1

as

である!! 確認してみよう．

6角形: [2, 2, 1, 4, 1, 2]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 4 1 2 2 2 1 4 1 2 2 2 1 4

3 1 3 3 1 3 3 1 3 3 1 3 3 1 3 3

1 2 2 2 1 4 1 2 2 2 1 4 1 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Leonhard Euler (1707–1783)
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5 ファレイの迷宮へようこそ
ファレイ生年月日: John Farey Sr. (1766 – 1826)

建築家ファレイの考えた数列を紹介する．1 次から 11 次までのファレイ数列:

F1 = (
0

1
,
1

1
)

F2 = (
0

1
,
1

2
,
1

1
)

F3 = (
0

1
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
1

1
)

F4 = (
0

1
,
1

4
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
3

4
,
1

1
)

F5 = (
0

1
,
1

5
,
1

4
,
1

3
,
2

5
,
1

2
,
3

5
,
2

3
,
3

4
,
4

5
,
1

1
)

F6 = (
0

1
,
1

6
,
1

5
,
1

4
,
1

3
,
2

5
,
1

2
,
3

5
,
2

3
,
3

4
,
4

5
,
5

6
,
1

1
)

F7 = (
0

1
,
1

7
,
1

6
,
1

5
,
1

4
,
2

7
,
1

3
,
2

5
,
3

7
,
1

2
,
4

7
,
3

5
,
2

3
,
5

7
,
3

4
,
4

5
,
5

6
,
6

7
,
1

1
)

F8 = (
0

1
,
1

8
,
1

7
,
1

6
,
1

5
,
1

4
,
2

7
,
1

3
,
3

8
,
2

5
,
3

7
,
1

2
,
4

7
,
3

5
,
5

8
,
2

3
,
5

7
,
3

4
,
4

5
,
5

6
,
6

7
,
7

8
,
1

1
)

F9 = (
0

1
,
1

9
,
1

8
,
1

7
,
1

6
,
1

5
,
2

9
,
1

4
,
2

7
,
1

3
,
3

8
,
2

5
,
3

7
,
4

9
,
1

2
,
5

9
,
4

7
,
3

5
,
5

8
,
2

3
,
5

7
,
3

4
,
7

9
,
4

5
,
5

6
,
6

7
,
7

8
,
8

9
,
1

1
)

F10 = (
0

1
,

1

10
,
1

9
,
1

8
,
1

7
,
1

6
,
1

5
,
2

9
,
1

4
,
2

7
,

3

10
,
1

3
,
3

8
,
2

5
,
3

7
,
4

9
,
1

2
,
5

9
,
4

7
,
3

5
,
5

8
,
2

3
,

7

10
,
5

7
,
3

4
,
7

9
,
4

5
,
5

6
,
6

7
,
7

8
,
8

9
,

9

10
,
1

1
)

F11 = (
0

1
,

1

11
,

1

10
,
1

9
,
1

8
,
1

7
,
1

6
,

2

11
,
1

5
,
2

9
,
1

4
,

3

11
,
2

7
,

3

10
,
1

3
,

4

11
,
3

8
,
2

5
,
3

7
,
4

9
,

5

11
,
1

2
,

6

11
,
5

9
,
4

7
,
3

5
,
5

8
,

7

11
,
2

3
,

7

10
,
5

7
,

8

11
,
3

4
,
7

9
,
4

5
,

9

11
,
5

6
,
6

7
,
7

8
,
8

9
,

9

10
,
10

11
,
1

1
)

え？ なんの不思議もないつまらない数列だって？いやいや，そうじゃないんですよ．

5.1 ファレイ数列
定義 5.1. 分母が N 以下の有理数（分数）で 0 以上 1 以下のものを

·
　す
·
　べ
·
　て小さい順に並

べた数列をN 次のファレイ数列と呼び FN で表す．
ただし 0 = 0

1
, 1 = 1

1
と記すことにする．また分数表示は既約なものを取る．

有理数 v1, v2 ∈ Q を1既約分数で表して

v1 =
a1
b1
, v2 =

a2
b2

と書いたとき d(v1, v2) =
∣∣a1b2 − a2b1

∣∣
を v1 と v2 のファレイ距離と呼ぶ．
以下，紛れがない場合にはファレイ距離を単に距離と呼ぶ
また，v =

a

b
と書いたとき我々は常に b ≥ 0 と考えることにしよう．

1Q は有理数全体を表す記号である．つまり Q = {a/b | a, b ∈ Z, b ̸= 0}．
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5.2 ファレイグラフ
数直線上に 2つの有理数 u, v をとる

• (u, v) が辺のときに u と v を実軸上に直径を持つ半円で結ぶ．

• 半円は実軸より上の半平面上に取る．中心は u, v の中点 (u+ v)/2 である．

• xy 平面において x 軸を実軸とみなすのならば，半円（辺）は y ≥ 0 の上半平面上
に描くことになる．

• 辺 (半円)同士が交わってしまいそうに思うが，二つの辺は決して交わることがない．

さて，このようにして定まる辺をファレイ数列に描き加えたものをファレイグラフと呼
ぶ．ファレイグラフの例を N = 1, 2, 3, . . . , 10 まで挙げておこう．

以下，ファレイ数列とファレイグラフを区別しないでどちらも FN で表すことにする．

ファレイ数列（ファレイグラフ） FN の性質

• ファレイ数列の中で大小関係で隣り合った 2つの点は辺で結ばれている

• 全体が大きな多角形になっている

• N を増やしたとき，FN の隣接する 2点 v1, v2 の間に付け加わる分数 v3 は

v1 =
a1
b1
, v3 =

a1 + a2
b1 + b2

, v2 =
a2
b2

の形をしている．また，この 3点はファレイ三角形をなす．

• ファレイ多角形 FN はファレイ三角形によって三角形分割されている

イヤハヤ
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5.3 フリーズとファレイ多角形
フリーズとファレイ多角形は切っても切れない関係になっいる
フリーズの第 1対角線を f1, f2, f3, . . .，第 2対角線を g1, g2, g3, . . . と書いておくと

gs−1

fs
,

gs
fs+1

=
gs−1 + gs+1

fs + fs+2

,
gs+1

fs+2

と並んでいる．ナント!!! これはファレイ三角形の並びと同じである．

定理 5.2 (Coxeter). 奇蹄列を種数列とするフリーズの第 1対角線と第 2対角線を上のよ
うに書いておき，vs = gs−1/fs, s = 0, 1, 2, . . . とおく．

(1) 奇蹄列が 1で
·
　終
·
　わ
·
　っ
·
　て
·
　い
·
　るときは {v0 = 0, v2, . . . , vn−2 = 1}は区間 [0, 1]に含まれる．

(2) これと ∞ =
1

0
を合わせるとファレイ n 角形になり，そのファレイ三角形分割の奇蹄

列は種数列と一致する．

例で確かめてみよう．
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5.4 ファレイ多角形からフリーズへ
ファレイ多角形を用いてフリーズの各成分を与えることもできる

• フリーズの第 i 行目，第 j 番目の対角線にある数字を ci,j と書く

• ファレイ多角形の頂点を vs = gs−1/fs とする

• ファレイ距離 d(a/b, c/d) = |ad−bc|を用いると，フリーズの成分は次のようになる．

ci,j = d(vj−2, vi+j−1) = |gi+j−2fj−2 − gj−3fi+j−1|

ホントにそうなっているだろうか???

8角形: [1, 2, 3, 2, 2, 1, 4, 3]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 2 2 1 4 3 1 2 3 2 2 1 4 3

1 5 5 3 1 3 11 2 1 5 5 3 1 3 11 2

2 8 7 1 2 8 7 1 2 8 7 1 2 8 7 1

3 11 2 1 5 5 3 1 3 11 2 1 5 5 3 1

4 3 1 2 3 2 2 1 4 3 1 2 3 2 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1

–1 –2 –3 –2 –2 –1 –4 –3 –1 –2 –3 –2 –2 –1 –4 –3

–1 –5 –5 –3 –1 –3 –11 –2 –1 –5 –5 –3 –1 –3 –11 –2

–2 –8 –7 –1 –2 –8 –7 –1 –2 –8 –7 –1 –2 –8 –7 –1

–3 –11 –2 –1 –5 –5 –3 –1 –3 –11 –2 –1 –5 –5 –3 –1

–4 –3 –1 –2 –3 –2 –2 –1 –4 –3 –1 –2 –3 –2 –2 –1

–1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 2 2 1 4 3 1 2 3 2 2 1 4 3

1 5 5 3 1 3 11 2 1 5 5 3 1 3 11 2

2 8 7 1 2 8 7 1 2 8 7 1 2 8 7 1

3 11 2 1 5 5 3 1 3 11 2 1 5 5 3 1

4 3 1 2 3 2 2 1 4 3 1 2 3 2 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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6 ガウスの奇蹟の五芒星
最後にコクセターがフリーズを研究するきっかけとなったガウスの五芒星の話をしよう

[5, p.484]．

6.1 球面五芒星

ガウスは単位
·
　球
·
　面上の五芒星（ペンタグラム）で星の各尖点が直角のものを研究してい

た．五芒星の中には五角形が現れる．

平面五芒星：
もちろん平面上では五つの星の尖点がすべて直角であることなどあり得ないが単位球面
ではそれが可能である．
単位球面上の五芒星:

ちなみに単位球面の 2点を結ぶ線分はその 2点を結ぶ最短距離の曲線で，大円の一部で
ある．（大円とは球の中心を通る平面と球面の共通部分になっているような円を指す．）
球面幾何学は大変おもしろいのでぜひ研究してみて欲しいが，今はその暇はない．

6.2 五芒星とフリーズ
結果だけ記すと，ガウスは

• 単位球面上の五芒星が一つの直角三角形（図では △TFL）で決まること，
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• その 3角形は直角以外の 2角の大きさ a = tan2A, b = tan2B で決まることを発見し，

• 内部の五角形の辺の長さを a, b で表した．

他の 3辺の長さを c, d, e と記すと実はこの 5つの数字はフリーズパターンを生成するの
である!!

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a b c d e a b c d e a b c d e

d e a b c d e a b c d e a b c

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ここでユニモジュラー規則より

1 + a = cd, 1 + b = de, 1 + c = ea, 1 + d = ab, 1 + e = bc

が成り立っている．

6.3 奇蹟の関係式
ガウスは次の定理をもとに球面五芒星を奇蹟の五芒星 (pentagaramma mirificum) と呼
んだ．

定理 6.1 (Gauss). 上の設定のもとに

(1) 3 + a+ b+ c+ d+ e = abcde =
√

(1 + a)(1 + b)(1 + c)(1 + d)(1 + e)

(2) S を内部の球面五角形の面積とすると

(1 +
√
−a )(1 +

√
−b )(1 +

√
−c )(1 +

√
−d )(1 +

√
−e ) = −abcde · (cosS +

√
−1 sinS)

が成り立つ．

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

x0
x1+1
x0

x0+1
x1

x1
x0+x1+1

x0x1
x0

x1+1
x0

x0+1
x1

x1
x0+x1+1

x0x1
x0

x1+1
x0

x0+1
x1

x1
x0+x1+1

x0x1

x1
x0+x1+1

x0x1
x0

x1+1
x0

x0+1
x1

x1
x0+x1+1

x0x1
x0

x1+1
x0

x0+1
x1

x1
x0+x1+1

x0x1
x0

x1+1
x0

x0+1
x1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Carl Friedrich Gauss (1777–1855)
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7 まだまだフリーズの物語は続く
フリーズ方程式・フリーズ多様体や団代数 (クラスター代数) との関係などフリーズは
現代数学の最前線で活発に研究が続けられている．その一端をのぞくために，フリーズ
(frieze) をタイトルに含む最近の論文を検索してみた．
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8 附録: フリーズの例

4角形: [1, 2, 1, 2]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5角形: [1, 2, 2, 1, 3]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 1 3 1 2 2 1 3 1 2 2 1 3

1 3 1 2 2 1 3 1 2 2 1 3 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6角形: [1, 2, 2, 2, 1, 4]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 1 4 1 2 2 2 1 4 1 2 2 2 1 4

1 3 3 1 3 3 1 3 3 1 3 3 1 3 3 1 3 3

1 4 1 2 2 2 1 4 1 2 2 2 1 4 1 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6角形: [1, 2, 3, 1, 2, 3]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2 1 5 2

2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6角形: [1, 3, 1, 3, 1, 3]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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7角形: [1, 2, 2, 2, 2, 1, 5]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 2 2 1 5 1 2 2 2 2 1 5 1 2 2 2 2 1 5

1 3 3 3 1 4 4 1 3 3 3 1 4 4 1 3 3 3 1 4 4

1 4 4 1 3 3 3 1 4 4 1 3 3 3 1 4 4 1 3 3 3

1 5 1 2 2 2 2 1 5 1 2 2 2 2 1 5 1 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

7角形: [1, 2, 2, 3, 1, 2, 4]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4

1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3

1 7 3 1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2 1 7 3 1 3 5 2

2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1 2 4 1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

7角形: [1, 2, 3, 2, 1, 3, 3]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 2 1 3 3 1 2 3 2 1 3 3 1 2 3 2 1 3 3

1 5 5 1 2 8 2 1 5 5 1 2 8 2 1 5 5 1 2 8 2

2 8 2 1 5 5 1 2 8 2 1 5 5 1 2 8 2 1 5 5 1

3 3 1 2 3 2 1 3 3 1 2 3 2 1 3 3 1 2 3 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8角形: [1, 3, 2, 2, 2, 1, 5, 2]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 3 2 2 2 1 5 2 1 3 2 2 2 1 5 2 1 3 2 2 2 1 5 2

2 5 3 3 1 4 9 1 2 5 3 3 1 4 9 1 2 5 3 3 1 4 9 1

3 7 4 1 3 7 4 1 3 7 4 1 3 7 4 1 3 7 4 1 3 7 4 1

4 9 1 2 5 3 3 1 4 9 1 2 5 3 3 1 4 9 1 2 5 3 3 1

5 2 1 3 2 2 2 1 5 2 1 3 2 2 2 1 5 2 1 3 2 2 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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10角形: [1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 8]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 2 2 2 2 1 8 1 2 2 2 2 2 2 2 1 8 1 2 2 2 2 2 2 2 1 8
1 3 3 3 3 3 3 1 7 7 1 3 3 3 3 3 3 1 7 7 1 3 3 3 3 3 3 1 7 7
1 4 4 4 4 4 1 6 6 6 1 4 4 4 4 4 1 6 6 6 1 4 4 4 4 4 1 6 6 6
1 5 5 5 5 1 5 5 5 5 1 5 5 5 5 1 5 5 5 5 1 5 5 5 5 1 5 5 5 5
1 6 6 6 1 4 4 4 4 4 1 6 6 6 1 4 4 4 4 4 1 6 6 6 1 4 4 4 4 4
1 7 7 1 3 3 3 3 3 3 1 7 7 1 3 3 3 3 3 3 1 7 7 1 3 3 3 3 3 3
1 8 1 2 2 2 2 2 2 2 1 8 1 2 2 2 2 2 2 2 1 8 1 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8角形: [1, 2, 3, 2, 2, 1, 4, 3]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 2 2 1 4 3 1 2 3 2 2 1 4 3

1 5 5 3 1 3 11 2 1 5 5 3 1 3 11 2

2 8 7 1 2 8 7 1 2 8 7 1 2 8 7 1

3 11 2 1 5 5 3 1 3 11 2 1 5 5 3 1

4 3 1 2 3 2 2 1 4 3 1 2 3 2 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1

–1 –2 –3 –2 –2 –1 –4 –3 –1 –2 –3 –2 –2 –1 –4 –3

–1 –5 –5 –3 –1 –3 –11 –2 –1 –5 –5 –3 –1 –3 –11 –2

–2 –8 –7 –1 –2 –8 –7 –1 –2 –8 –7 –1 –2 –8 –7 –1

–3 –11 –2 –1 –5 –5 –3 –1 –3 –11 –2 –1 –5 –5 –3 –1

–4 –3 –1 –2 –3 –2 –2 –1 –4 –3 –1 –2 –3 –2 –2 –1

–1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1 –1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 2 2 1 4 3 1 2 3 2 2 1 4 3

1 5 5 3 1 3 11 2 1 5 5 3 1 3 11 2

2 8 7 1 2 8 7 1 2 8 7 1 2 8 7 1

3 11 2 1 5 5 3 1 3 11 2 1 5 5 3 1

4 3 1 2 3 2 2 1 4 3 1 2 3 2 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

23



出鱈目な数列: [2, 3, 3, 1, 4, 5]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 3 1 4 5 2 3 3 1 4 5 2 3 3 1 4 5
5 8 2 3 19 9 5 8 2 3 19 9 5 8 2 3 19 9
13 5 5 14 34 22 13 5 5 14 34 22 13 5 5 14 34 22

8 12 23 25 83 57 8 12 23 25 83 57 8 12 23 25 83 57
19 55 41 61 215 35 19 55 41 61 215 35 19 55 41 61 215 35

87 98 100 158 132 83 87 98 100 158 132 83 87 98 100 158 132 83
155 239 259 97 313 380 155 239 259 97 313 380 155 239 259 97 313 380

378 619 159 230 1433 677 378 619 159 230 1433 677 378 619 159 230 1433 677
979 380 377 1053 2553 1651 979 380 377 1053 2553 1651 979 380 377 1053 2553 1651

601 901 1726 1876 6226 4276 601 901 1726 1876 6226 4276 601 901 1726 1876 6226 4276
1425 4125 3075 4575 16125 2625 1425 4125 3075 4575 16125 2625 1425 4125 3075 4575 16125 2625

出鱈目な数列: [1, 2, 3, 4, 5]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 5 11 19 4 1 5 11 19 4 1 5 11 19 4
2 18 52 15 3 2 18 52 15 3 2 18 52 15 3
7 85 41 11 5 7 85 41 11 5 7 85 41 11 5
33 67 30 18 17 33 67 30 18 17 33 67 30 18 17

26 49 49 61 80 26 49 49 61 80 26 49 49 61 80
19 80 166 287 63 19 80 166 287 63 19 80 166 287 63

31 271 781 226 46 31 271 781 226 46 31 271 781 226 46
105 1275 615 165 75 105 1275 615 165 75 105 1275 615 165 75

9 参考文献
この講義録では主に次の論文を参考にした: [6], [7], [1]．
日本語の成書は見当たらないが，ネット上の解説記事がある．参考になるだろう．

• 中島啓「クラスター代数とルート系」
https://member.ipmu.jp/hiraku.nakajima/Talks/12 Hakken/hakken.pdf

• 黒木玄「フリーズパターン –数の繰り返し模様の不思議」2013年 7月 7日
http://www.math.tohoku.ac.jp/ kuroki/LaTeX/20120810FriezePattern.pdf
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