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Abstract

旗多様体について基礎的な性質や事項を紹介した後，旗多様体と表現論や組合
せ論との関わりについて概観する．後半では，近年研究を進めている二重旗多
様体について得られた成果を報告する．
二重旗多様体の研究は，落合啓之氏との共著論文 (2011) によって始まったも
のである．
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はじめての旗多様体 旗多様体: Flag variety/ Flag manifold

はじめての旗多様体: Flag variety/ Flag manifold

旗多様体 (flag variety/ flag manifold) は表現論のいたるところに現れる

基本事項を手短にまとめておこう．以下，複素数体 C (または R) 上で考える．
G : 連結簡約代数群 {C (connected reductive alg grp)

Example

G “ GLnpCq, SLnpCq, SOnpCq, Sp2npCq (古典群)，例外型群

Definition

旗多様体 X “ 簡約代数群の等質空間 & 射影多様体 (flag variety/manifold)
X “ G{P (P : 放物型部分群 (psg “ parabolic subgroup))

たとえば pn ´ 1q 次元の射影空間 Pn´1pCq “ PpCnq は旗多様体の一種である．
Remark

旗多様体 “ 完全旗多様体のことが多い．上の定義は部分旗多様体．
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はじめての旗多様体 Examples: Projective space and Grassmannians

例: Projective space and Grassmannians

G ñ V “ Cn ù 射影空間 PpV q 上の推移的な作用

Example (射影空間 PpV q/ projective space)

E1 “ xe1y の固定部分群 (e1: 基本ベクトル):

StabG pE1q “ Pp1,n´1q “

"

g “

ˆ

a ˚

0 b

˙

P GLnpCq

ˇ

ˇ

ˇ
a P Cˆ, b P GLn´1pCq

*

6 PpV q » GLnpCq{Pp1,n´1q : 射影空間はコンパクト等質多様体 “ 旗多様体

Example (Grassmann多様体 GrdpV q/ Grassmannian)

Grassmann 多様体: GrdpV q “ tV “ Cn の d 次元部分空間の全体 u

» GLnpCq{Ppd,n´dq

Ppd,n´dq Ă GLnpCq: ブロックが d , pn ´ dq のブロック上半三角行列全体
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はじめての旗多様体 Complete flag variety

Complete flag variety

GLpV q ñ 種々の部分空間 ù 部分空間の「配置空間」に GLpV q の作用

Definition (旗/ flag)

旗 “ 部分空間の増大列: V0 Ă V1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Vk Ă ¨ ¨ ¨ Ă Vn “ V ; dimVk “ k
旗の全体 ¨ ¨ ¨ X “ FℓpCnq: 完全旗多様体 (complete FV)

射影空間・Grassmann 多様体 ¨ ¨ ¨ 完全旗の一部分を抜きだしたもの
ù 部分旗多様体 (partial flag variety)

標準基底で生成された旗 E “ pEkqnk“0,Ek “ spanCte1, . . . , eku :標準旗
FℓpV q “ G ¨ E : G の作用は推移的
StabG pE q “ B “ BnpCq: 固定部分群は Borel 部分群 (上半三角行列群)

FℓpV q » GLnpCq{BnpCq

BnpCq Ă PC ù X “ FℓpV q ↠ GC{PC : (partial) flag variety
PC: 放物型部分群 (parabolic subgroup)
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はじめての旗多様体 More general flag varieties

More general flag varieties

以上紹介したのは A 型の旗多様体 (GC “ GLnpCq) ¨ ¨ ¨ 一般には?

Definition

BC Ă GC: 極大な連結可解部分群 を Borel 部分群という (Borel subgrp)

BC Ă PC: 放物型部分群 (parabolic subgrp “ psg)

Definition

@ 連結な簡約代数群 GC，BC: Borel 部分群 ùñ

X “ GC{BC: 完全旗多様体 complete flag variety (projective variety)

GC{PC: 部分旗多様体 partial flag variety (BC Ă PC: parabolic subgrp “ psg)

Example (等方的部分空間の旗多様体)

GC “ Sp2npCq or SOnpCq ù GC{BC “ tcomplete flags of isotropic subspu
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簡約代数群とその部分群，実形 Real forms and symmetric pairs

簡約代数群とその部分群，実形
以下，GC は常に連結な複素簡約代数群と仮定 GR Ă GC: GC の実形
(多くの場合，一般線型群 GC “ GLnpCq を考える)

Example (GC “ GLnpCq の非コンパクト実形)

GR “ GLnpRq や Upp, qq pn “ p ` qq (不定値ユニタリ群)

n “ 2m が偶数 ù GR “ GLmpHq （四元数体 H 上の一般線型群）
これらは一般に非コンパクト，非連結な実リー群

KR Ă GR: 極大コンパクト部分群 ù 複素化 ù KC Ă GC

GC GR KR KC condition
GLnpCq GLnpRq OnpRq OnpCq

Upp, qq UppqˆUpqq GLppCqˆGLqpCq n “ p`q
GLmpHq USpp2mq Sp2mpCq n “ 2m

Sp2npCq Sp2npRq Upnq GLnpCq

Spp2p, 2qq USpp2pqˆUSpp2qq Sp2ppCqˆSp2qpCq n “ p`q
SOnpCq SOpp, qq SpOppqˆOpqqq SpOppCqˆOqpCqq n “ p`q

SO˚p2mq Upmq GLmpCq n “ 2m
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簡約代数群とその部分群，実形 Real forms and symmetric pairs

対称対と対称空間/ symmetric spaces

GR の Cartan 対合 (Cartan involution) を θ と表すと，
極大コンパクト部分群 KR “ G θ

R はその固定点部分群であって，
GR{KR は (擬)リーマン対称空間 [堀田良 19]．

Definition (対称対/ symmetric pair)

θ: 対称性を表す位数 2 の自己同型
複素化 KC “ G θ

C: GC の対称部分群 (symmetric subgroup)

pGR,KRq や pGC,KCq を対称対 (symmetric pair) と呼ぶ．

Example (エルミート対称空間 (Hermitian symmetric pairs))

GR{KR “ Upp, qq{UppqˆUpqq

GR{KR “ Sp2npRq{Upnq, SO˚p2mq{Upmq

GR{KR “ SOpn, 2q{SpOpnqˆOp2qq
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旗多様体上の軌道の有限性

旗多様体上の種々の軌道と有限性

旗多様体 X “ GC{BC 上への GC の部分群の作用
1 Borel 部分群 BC
2 対称部分群 KC
3 極大トーラス TC “ pCˆqn: (GC の Cartan 部分群)

4 実形 GR (非コンパクト実リー群)
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旗多様体上の軌道の有限性 Borel 部分群の作用と Bruhat 分解

Borel 部分群の作用と Bruhat 分解
X “ GC{BC 上の BC 軌道 Ø 両側剰余類分解

Theorem (Bruhat 分解)

X {BC » BCzGC{BC » WG

WG : Weyl 群（有限 Coxeter 群） ([例] GC “ GLnpCq ù WG “ Sn: 対称群)

WG : GC のリー環 g のルート系より決まる鏡映群 (有限群)

WG » NGCpTCq{TC， TC Ă BC: 極大トーラス， NGCpTCq: 正規化部分群

剰余類分解
GC “

ğ

wPWG

BCwBC, Cw :“ BCwBC{BC

Cw “ BCwBC{BC を Bruhat 胞体 (Schubert 胞体)

ù Schubert 解析，コホモロジー理論，Hecke 環，組合せ論
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旗多様体上の軌道の有限性 対称部分群 KC による軌道の有限性

対称部分群 KC による軌道の有限性
旗多様体 X 上の KC 軌道 X {KC の分類 ¨ ¨ ¨ Richardson-Springer 他

1 X {KC »
Ů

Ti
WGCpTi q{WKCpTi q

tTiu
ℓ
i“1: θ 安定な極大トーラスの KC 共役類

2 X {KC » pτpGCq X NGCpTCqq{TC

§ TC: GC の θ 安定極大トーラス
§ τpGCq :“ txθpx´1q | x P GCu » GC{KC
§ NGCpTCq への TC の作用は θ-twisted な作用 g ¨ x “ gxθpg´1q

3 Weyl 群の θ-twisted involution w + π のファイバーの情報
π : KCxBC ÞÑ BCθpxq´1xBC “ BCwBC

4 組合せ論的な KC 軌道の分類 ¨ ¨ ¨ 大島・松木の clan による分類
5 X の余接束 T˚X からのモーメント写像を用いる方法 ([CNT12])

g の冪零隨伴軌道＋ Springer ファイバーを用いる
冪零軌道の有限性＋ Springer ファイバーの有限性 ùñ 軌道の有限性
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旗多様体上の軌道の有限性 GR 軌道と松木対応 Matsuki duality

GR 軌道と松木対応
GR Ă GC: 実形 (real form)

Theorem (青本 (1966), Wolf (1969))

X “ GC{BC 上の GR 軌道は有限である

対称部分群 KC は GR の極大コンパクト群の複素化
ù KC 軌道と GR 軌道の間には関係がある（だろう）

Theorem (松木対応 (1979))

旗多様体 X “ GC{BC 上の KC 軌道と GR 軌道の間に閉包関係を逆にする全単射
対応が存在する．

松木対応 : KCzGC{BC
„

ÐÑ GRzGC{BC

KC 軌道 O ÐÑ GR 軌道 O ðñ O “ O X O がコンパクト
さらに，共通部分 O は唯一つの KR 軌道
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旗多様体と表現論 Borel-Weil の定理と離散系列表現

Borel-Weilの定理と離散系列表現
有限次元正則表現
Borel & Weil: X “ GC{BC 上の直線束 L Ñ X の切断を考えると G の @ 有限次
元既約表現が得られる
Harish-Chandra, Kostant, Langlands:

非コンパクト群の無限次元ユニタリ表現へと BW の定理を一般化

GR: 非コンパクトな連結実簡約リー群， 極大コンパクト部分群 KR Ă GR

Definition (離散系列表現/ discrete series)

L2pGRq: 左正則表現の離散スペクトルを離散系列表現 (discrete series) という．

Theorem (Harish-Chandra)

1 GR の離散系列表現が存在する
ðñ KR の極大トーラス TR が GR の極大トーラス (rankGR “ rankKR）

2 離散系列表現の分類，正則離散系列の構成
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旗多様体と表現論 Langlands conjecture (solved)

Langlands conjecture (solved)

Kostant & Langlands: L2 コホモロジーによる一般化を予想
Theorem (Schmid [Sch71; Sch76])

rankGR “ rankKR とする．
1 GR{TR は複素多様体の構造を持ち，
2 複素直線束 Lλ Ñ GR{TR の Dq 次 L2 コホモロジー上に離散系列表現を得る
3 q 以外の L2 コホモロジーは消滅する．

X “ GC{BC 上の GR 軌道は有限個
GR{TR は開軌道と同型 ùñ 複素多様体の構造を持つ (7 X は複素多様体)

その上に離散系列表現が構成される

松木対応: GR 開軌道 Ø KC 閉軌道
KC 閉軌道は境界がないので滑らか，KC の旗多様体に同型
KC 閉軌道に対応する (twisted) DX 加群の大域切断上に離散系列表現が実
現される ([Hec+25, Th12.5])
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旗多様体と表現論 Harish-Chandra 加群の KGB 分類

Harish-Chandra 加群の KGB 分類 Ø KCzGC{BC

GR の既約ユニタリ表現 微分表現
ù pg,KCq 加群: Harish-Chandra 加群（HC 加群）

HC 加群: ユニタリ表現を含む認容表現 (admissible —) の無限小同型類を代表，
代数的に扱いやすい ù 実リー群の無限次元表現論で広く使われている

Theorem

自明な無限小指標を持つ既約 HC 加群
BB 対応

ÝÝÝÝÝÑ KC 同変な既約 DX 加群
RH 対応

ÝÝÝÝÝÑ 旗多様体上の KC 軌道と局所系

X “ GC{BC 上の BC 同変な DX 加群
BB 対応

ÝÝÝÝÑ 無限小指標が自明な最高ウェイト表現の圏（pg,BCq 加群の圏）
BC 軌道 (局所系は常に自明)

RH 対応
ÝÝÝÝÝÑ 既約な最高ウェイト表現

BC 軌道: BCzGC{BC » WG : Weyl 群
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旗多様体と幾何 軌道の有限性と余法束多様体/ Conormal variety

軌道の有限性と余法束多様体（一般論）
X : 滑らかな GC 多様体， T˚X : 余接束 (cotangent bundle)

DµX : T˚X Ñ g˚: モーメント写像 (GC 同変)

Definition

零ファイバー ZX :“ µ´1
X p0q を余法束多様体 (conormal variety) と呼ぶ

次の定理がキーポイント である． T˚
OX : 軌道 O の余法束

Theorem

GC が X 上に有限軌道を持つ ùñ ZX “
Ů

O T˚
OX は等次元多様体

ここで O P X {GC は GC 軌道を動く

Corollary

GC が X 上に有限軌道を持てば X {GC Q O ÐÑ T˚
OX P IrrZX は全単射

ùñ IrrZX は軌道を分類する

Kyo Nishiyama (AGU) Orbits on flag varieties: an overview 2025/09 16 / 30



旗多様体と幾何 旗多様体上のモーメント写像

旗多様体上のモーメント写像
X “ GC{BC “ tb | b は Borel subalgu: 旗多様体

余接束: T˚X “ tpb, xq | b P X , x P uu u: 冪零根基 (nil-radical)

モーメント写像: ξX : T˚X Ñ g˚ “ g, ξX pb, xq “ x 第 2成分への射影
Im ξX “ Ng “ tx P g | x は冪零元 u Ă g : 冪零多様体

ξX : T˚X Ñ Ng

GC “ GLnpCq のとき
冪零軌道 O ÐÑ n の分割 λ $ n: ヤング図形 (ジョルダン標準形)

x P Oλ Ă Ng: 冪零元
STabpλq: λ $ n を台に持つ標準盤全体

Theorem (Steinberg [Ste76])

Irr ξ´1
X pxq » STabpλq: ξX のファイバーの既約成分と標準盤が対応する
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旗多様体と幾何 Springer-Steinberg 理論 (GC “ GLnpCq: type A)

Springer-Steinberg 理論 (GC “ GLnpCq: type A)

B :“ GC{BC (X から変更), X “ B ˆ B: 二重旗多様体 (GC の対角的作用)
ù X{GC » BCzGC{BC “ WG

余法束多様体:
ZX “ T˚BˆNg

T˚B “ tpb1, b2, xq P GC{BC ˆ GC{BC ˆ g | x P u1 X u2u

φ : ZX Ñ Ng は φpb1, b2, xq “ x （第 3成分への射影）となる．

ZX“T˚BˆNg
T˚B

p1

��

p2
//

φ

''

T˚B

µB

��
T˚B

µB

// Ng

T˚BˆNg
T˚B

π

||

φ

""
BˆB Ą Ow Ng Ą Oλ

Φ : WG “ Sn » pBˆBq{G // Ng{GC » Ppnq : Steinberg 写像

ΦpOw q “ Oλ
def

ðñ φ
`

π´1pOw q
˘

“ Oλ

(w P Sn: 置換, λ P Ppnq: 分割 (Jordan標準形))
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旗多様体と幾何 Springer-Steinberg 理論 (GC “ GLnpCq: type A)

Robinson-Schensted 対応

ZXpwq “ π´1pOw q “ TOwX : 余法束多様体 ZX の既約成分
ZX “

Ť

wPSn
ZXpwq: 既約分解

Theorem (Steinberg (cf. [Ste88]))

@w P Sn に対して，余法束多様体の既約成分の Steinberg 写像による像は冪零軌
道の閉包に一致する: φpZXpwqq “ Oλ Ă N pD!λ P Ppnqq

Φ : Sn Q w ÞÑ λ P Ppnq は Robinson-Schensted 対応 (RS対応) で与えられる

Sn

Φ

((

„

RScorr
// š

λPPpnq

tpT1,T2q | Ti P STabpλqu

��

Q pT1,T2q
_

��
Ppnq Q λ “ shapepTi q

STabpλq : 台が λ の標準盤全体
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多重旗多様体 3 重旗多様体/ triple flag varieties

多重旗多様体
以下，しばらく GC,KC,BC などを G ,K ,B などと書く

Theorem (Magyar-Weyman-Zelevinsky, Matsuki)

1 G: 古典群，有限軌道を持つ 3重旗多様体 G{P1 ˆ G{P2 ˆ G{P3 の分類
2 4重旗多様体が有限軌道を持つことはない

Theorem (Finkelberg-Ginzburg-Travkin)

G “ GLnpCq のとき，3重旗多様体 X “ G{Pp1,n´1q ˆ G{B ˆ G{B に対する
Springer-Steinberg 理論と mirabolic Robinson-Schensted 対応の発見

Näıve idea

3重旗多様体 ù pG,Kq “ pG ˆ G , diagG q: 対称対へ...
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多重旗多様体 対称対の二重旗多様体と軌道の有限性

対称対の二重旗多様体
pG ,K q: 対称対 (symmetric pair)

Q Ă K , P Ă G : 放物型部分群 (parabolic subgrp)

Definition (N-Ochiai [NO11])

X “ K{QˆG{P (対角的 K 作用): (対称対の)二重旗多様体 (double flag variety)
K 軌道が有限のとき，有限型という．

Example (type AIII)

pG ,K q “
`

GLnpCq,GLppCqˆGLqpCq
˘

pn “ p ` qq: AIII 型対称対
P “ Ppr ,sq Ă G pn “ r ` sq, @Q Ă K ùñ X “ K{QˆG{P は有限型

P “ Ppr ,sq “

!´

a b
0 d

¯

| a P GLr pCq, d P GLspCq

)

とくに Q “ BK : Borel 部分群 ùñ X » FℓpCpqˆFℓpCqqˆGrr pCnq

2つの完全旗多様体と，グラスマン多様体の直積 (K “ GLpˆGLq 作用)

Kyo Nishiyama (AGU) Orbits on flag varieties: an overview 2025/09 21 / 30



多重旗多様体 対称対の二重旗多様体と軌道の有限性

有限型の二重旗多様体

Theorem
1 G : 単純, P “ BG or Q “ BK : Borel 部分群のとき有限型二重旗多様体

X “ G{P ˆ K{Q の分類 (He-N-Ochiai-Y.Oshima [He+13])

2 pG ,K q: AIII 型対称対のとき有限型二重旗多様体 X “ G{P ˆ K{Q の分類
(Homma [Hom21], Fresse-N [FN23b])

Corollary

球 K 作用を持つ旗多様体 X “ G{P (spherical K -variety G{P) の分類

Proof.

X が球 K 多様体 def
ðñ 開 BK 軌道を持つ ðñ 有限個の BK 軌道を持つ

＋ `

K{BK ˆ G{P
˘

{K » BK zpG{Pq
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多重旗多様体 一般化された Springer-Steinberg 理論

一般化された Springer-Steinberg 理論
BK “ K{BK : K の完全旗多様体PG “ G{PG : G の部分旗多様体
X “BK ˆPG : 有限型二重旗多様体, ZX Ă T˚X: 余法束多様体
θ P Aut g: Cartan inv. Ø g “ k ‘ s: カルタン分解
N˘θ“ tx P Ng | θpxq “ ˘xu: 冪零多様体, N θ“ Nk Ă k, N´θ“ Ns Ă s

ZX“T˚BKˆN˘θT˚PG

p1

��

p2 //

φ˘θ

$$

T˚PG Q pp1, yq

µPG
��

Ng Q y

p˘θ“p¨q˘θ

��
pb1, xq P T˚BK

µBK

// N˘θ Q x “ y˘θ

T˚BKˆNT˚PG

π

~~

φ˘θ

  
X “BK P̂G N˘θ

Definition (2通りの Steinberg 写像 Φ˘θ)

Φ˘θpOq “ OΛ
def

ðñ φ˘θ
`

π´1pOq
˘

“ OΛ (O P X{K , OΛ: 冪零 K 軌道)
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AIII 型二重旗多様体の色付き RS 対応 (colored —)

AIII 型二重旗多様体の色付きRS対応 (colored —)

pG ,Kq“
`

GLnpCq,GLppCqˆGLqpCq
˘

: AIII型， PG“Ppr,n´rq: 極大放物型部分群

Theorem (X の K 軌道の分類: Fresse-N [FN23a])

有限型二重旗多様体 X “BK ˆPG の K 軌道は部分置換行列の 2つの非退化な
組 ω “ pτ1, τ2q pτ1 P Mp,r , τ2 P Mq,r q の Sr 共役類によって分類できる．

Fact (冪零 K 軌道の分類 cf. [CM93])

1 N θ{K » Pppq ˆ Ppqq Q pλ, µq: 2つの分割の組
2 N´θ{K » P˘pnq Q Λ: 符号付きヤング図形 (signature pp, qq)

Theorem (Fresse-N [FN23a, Th.2.9])

K 軌道 ω P Tpp,q;rq{Sr に標準盤の組 pT1,T2q を対応させる全単射:

X{K » Tpp,q;rq{Sr
»

ÝÝÝÑ
Ů

pλ,µqPPppqˆPpqq Tλ,µ : Colored-RS対応
Tλ,µ は次の 1 , 2 を満たす 5つ組 pT1,T2;λ

1, µ1; νq の全体である．
1 pT1,T2q P STabpλq ˆ STabpµq は台がそれぞれ λ, µ の標準盤の組，
2 ν Ă̈ λ1 Ă̈ λ, ν Ă̈ µ1 Ă̈ µ であって |λ1| ` |µ1| “ |ν| ` r を満たす．
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実二重旗多様体

実二重旗多様体
実数体上の二重旗多様体の本格的な理論は始まったばかりである．
arXiv:2506.12663 [math.RT]/ Kyo Nishiyama, Taito Tauchi,
Orbit structures on real double flag varieties for symmetric pairs

Example (AIII 型対称対 pGC,KCq “ pGL2npCq,GLnpCq ˆ GLnpCqq)

複素共役写像 : γpgq “ J´1
n pg˚q´1Jn, Jn “

?
´1

ˆ

0 1n
´1n 0

˙

γ に関する実形 ù 実対称対 pGR,HRq » pUpn, nq,GLnpCqq

PR “ Upn, nq X Ppn,nq，QR » BnpCq

実二重旗多様体: XR “ GR{PR ˆ HR{QR » HLGrnpC2nq ˆ FℓpCnq

HLGrnpC2nq “ tW P GrnpC2nq | W は Cpn|nq の極大等方的部分空間 u : エ
ルミート・ラグランジュ多様体
FℓpCnq: 完全旗多様体
Cpn|nq は符号が pn, nq の不定値エルミート内積空間
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実二重旗多様体 実二重旗多様体上の HR 軌道の有限性と分類

実二重旗多様体上の HR 軌道の有限性と分類

Lemma

複素二重旗多様体 XC が有限型 ùñ 対応する実形 XR はやはり有限型

AIII 型の実二重旗多様体で得られている結果 (N-Tauchi [NT25])

HR 軌道の分類 (3種類の異なる分類):
1 符号付き部分置換とそれに付隨した組合せ論的なグラフ
2 ガロアコホモロジー
3 階数の低い複素旗多様体上の KGB分類に帰着

ù 大島・松木の clan による軌道の分類

開軌道に付隨した退化主系列の間の intertwining 作用素（積分核作用素）

退化主系列表現 Ñ 主系列表現: πα “ IndGR
PR

χα
HR 同変

ÝÝÝÝÑ ηβ “ IndHR
QR

ξβ

(χα は PR の，ξβ は QR の一次元指標)

Kyo Nishiyama (AGU) Orbits on flag varieties: an overview 2025/09 26 / 30



Thanks

Thank you for your attention!!

ご静聴ありがとうございました
End of Talk
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