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概 要

この論文では主に体上の多項式環の剰余環的性質を調べた．例えば一意分解環であるかど
うかやネーターの正規化定理に現れた代数独立な元やそのような代数的独立で生成され
る多項式環上の加群としての構造などについて考察した．
一般的に，一意分解整域であるかどうかを調べるためには単元群を調べることが重要だ
から，単元群を決定するこもとこの論文の重要なテーマである．
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1 序論
本研究では可換環論の基本的な定理の一つであるネーターの正規化定理の理解と応用，
およびその過程で興味を持った問題として，多項式環の剰余環が一意分解整域 (UFD)で
あるかどうかを実例によって考える．
ネーターの正規化定理とは次のような定理である．

定理 1 (ネーターの正規化定理). A を体 k 上の有限生成整域とする．このとき，ある
{y1, . . . , ym} ⊂ A (m ≥ 0) が存在して，次の (1),(2)を満たす．

(1) {y1, . . . , ym} は k 上代数的独立．つまり k[y1, . . . , ym] は m 変数多項式環と同型で
ある．

(2) k[y] = k[y1, . . . , ym] と表すと，A は k[y] 上整である．(つまり A は有限生成 k[y] 加
群である．)

このとき m = dimA である．ただし dimA は A のクルル次元 (環 A における素イデア
ルの真の増大列の長さの最大値) を表す．

この定理は M.Reid, Undergraduate Algebraic Geometry [Reid] の §3, Theorem 3.13 に
述べられている．また，代数多様体上の関数環にも興味があるので，これらを理解するこ
とを目標に研究を始めた．

1.1 この論文で考える主な問題
以下 k[X] = k[X1, . . . , Xn] を体 k 上の n 変数多項式環とする．

問題 2. この論文では体 k 上の多項式環の剰余環 A = k[X]/I に対して次の (1), (2), (3),

(4), (5)の問題について考察する．ただし I ⊂ k[X] は k[X] のイデアルである．

(1) I が素イデアルがどうかを判定する．

(2) 剰余環 A の単元群 A× を決定する．

(3) 定理 (1)に現れる代数的独立な元の集合 {y1, . . . , ym} を決定する．

(4) Aの k[y]加群としての生成元 {a1, . . . , am}を見つける．

(5) AはUFDでないことも多いが，多項式環とは同型ではなく，UFDであるようなA

の例を探す．

(1)から (5)までの問題を超楕円曲線や超球面の関数環の場合，I が行列式で生成され
たイデアルのときなどの場合に考察する．
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1.2 主結果
剰余環 A = k[X]/I (k[X] は多項式環，I は k[X] のイデアル)を考える．

1. k を代数閉体とする．k[X] = k[X,Y ]のときに Q = Y 2 − P (X) に対して I = (Q)

を考える (§6参照)．ただし P (X) は X の多項式である．

(a) P (X) が重根を持たない二次式のとき．
i. A× は巡回群 Z と k× の直積に同型である．
ii. AはUFDである．
iii. A = k[x]y ⊕ k[x] が成り立つ．(ただし x, y は剰余環 A = k[X,Y ]/I にお
けるX,Yの像を表す．)

(b) P (X) が奇数次で一次式の積に分解するとき (degP (X) ≥ 3)．
i. A× = k× である．
ii. A はUFDではない．
iii. A = k[x]y ⊕ k[x] が成り立つ．

2. I = (∆n) のとき (但し ∆n = detn は n 次の行列式で k[X] = k[Xij | 1 ≤ i, j ≤ n])．

(a) A× = k× である．
(b) A はUFDではない．
(c) n = 2 のとき A = k[y, z, x− w](x+ w)⊕ k[y, z, x− w] である．これについて
は §4で詳しく説明する．

2 可換環論における基本事項
この節では A は一般の可換環とする．ただしAは常に乗法の単位元 1 を含むとする．

定義 3 (単元と単元群). a ∈ A が A の単元であるとは．∃b ∈ A が存在して ab = 1 を満
たすときに言う．環 A の単元の全体を A の単元群と呼ぶ．

A× = {a ∈ A | ∃b ∈ A s.t. ab = 1}

で表す．

例 4. (1) k が体のとき k× = k − {0} である．
(2) Mn(k) を k 上の n 次正方行列からなる全行列環とするとき Mn(k) の単元群は

Mn(k)
× = GLn(k) であって n 次正則行列からなる一般線形群に一致する．
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定義 5 (零因子). 環Aの元 a ∈ A に対して ax = 0 となる x 6= 0 が存在するとき a を零
因子と呼ぶ．

定義 6 (整域). A が 0 以外の零因子を持たないとき整域と呼ぶ．

定義 7 (イデアル). 可換環 A の部分集合 I ⊂ A が以下の 2つの条件を満たすとき，I を
A のイデアルと言う

1. ∀a, b ∈ I に対して a+ b ∈ I である．(I は加法について閉じている．)

2. ∀a ∈ I, r ∈ Aに対して ra ∈ I である．(I は A 加群である．)

定義 8 (素イデアル). 可換環 A のイデアル J 6= A が a, b ∈ A に対して

ab ∈ J =⇒ a ∈ J または b ∈ J

を満たすとき J を素イデアルと言う．

定義 9 (極大イデアル). 可換環 A の真のイデアル I ⊊ A に対して，I ⊊ J ⊊ A になるよ
うなイデアル J が存在しないとき，I を極大イデアルと言う．

定義 10 (剰余環). I を A のイデアルとするとき，剰余環を A/I で表す．このとき商写
像を

A
φ−→ A/I

∈ ∈

a 7−→ φ(a) = a+ I

で表す．

命題 11. A を可換環，I をそのイデアルとする．このとき，A/I が整域 ⇐⇒ I が素イデ
アルである．

(証明). 最初に (⇐=) を示す．そこで a, b ∈ A/I で ab = 0 となったとする．まず，a′ ∈ A

であって φ(a′) = a となるものをとる．b′ ∈ A も同様．すると，ab = 0 だから a′b′ ∈ I

である．I は素イデアルだから a′ ∈ I としても一般性を失わない．すると a = φ(a′) = 0

となる．
次に (=⇒) を示す．a, b ∈ A かつ ab ∈ I となったとする．ab ∈ I より φ(ab) =

φ(a)φ(b) = 0 である．A/I は整域だから，φ(a) または φ(b) = 0 ，ここで φ(b) = 0 とし
ても一般性を失わない．φ(b) = 0だから b ∈ I である．従って I は素イデアルである．

定義 12 (代数的独立). k を体とする ．k 代数 A の元 {y1, . . . , ym} に対して，k[y] =

k[y1, . . . , ym] が m 変数多項式環と同型なとき {y1, . . . , ym} は k 上代数的独立であると
いう．
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定義 13 (加群). 可換環 A 上の加群 M とは，まず M は加法群であって，A の M への
作用

A×M
f−→ M

∈ ∈

(a, x) 7−→ ax

が与えられているときにいう．また M を A 加群ともいう．

定義 14. B を Aの部分環とする．Aが B 上整であるとは各 a ∈ Aが B 上整であるときに
いう．また，元 a ∈ Aが B 上整であるとは B[a]が有限 B 加群のときにいう．(つまりある
B 上のモニック多項式 XN +bN−1X

N−1+ · · ·+b0 が存在して aN +bN−1a
N−1+ · · ·+b0 = 0

を満たす．)

この論文で考察するのは次の定理である．証明については [堀田 1] 定理 4.9を参照して
欲しい．

定理 15 (ネーターの正規化定理). A を体 k 上の有限生成整域とする．このとき，ある
{y1, . . . , ym} ⊂ A (m ≥ 0) が存在して，次の (1),(2)を満たす．

(1) {y1, . . . , ym} は k 上代数的独立．つまり k[y1, . . . , ym] は m 変数多項式環と同型で
ある．

(2) k[y] = k[y1, . . . , ym] と表すと，A は k[y] 上整である．(つまり A は有限生成 k[y] 加
群である．)

このとき m = dimA である．ただし dimA は A のクルル次元 (環 A における素イデア
ルの真の増大列の長さの最大値)を表す．

この定理の他に論文で考察したいのは一意分解性であるので，さらに用語を準備する．

定義 16 (素元と既約元). A を可換環とする．p ∈ A が素元とは p|ab ならば p|a または
p|b が成り立つときにいう．またm ∈ A が既約元とは m = ab ならば a または b のいず
れかが単元であることをいう．

補題 17 (素元は既約元). 整域 A において素元は既約元である．

(証明). a ∈ A を素元，a = st (s, t ∈ A) と書けたとすると a が素元なので a|s または a|t
である．そこで a|s としても一般性を失わない s = pa と書いて，最初の式に代入すると

a = st =⇒ pa = pst =⇒ s = pst =⇒ (1− pt)s = 0

が成り立つ．Aは整域で s 6= 0だから 1− pt = 0，つまり pt = 1である．つまり t は単元
であるから a は既約元であることがわかる．
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定義 18 (UFD). 整域 A の零元でも単元でもない元 a が a = r1r2 . . . rn のように A の有
限個の既約元の積として単元倍を除いて一意に分解できるとき，Aは一意分解整域 (UFD)

であると言う．このとき既約元と素元は一致する ([堀田 1, §1.5] 参照)．
定義 19 (PID). Aを整域とする．Aの任意のイデアル I が単項イデアルであるとき Aは単
項イデアル整域 (PID)であるという．つまり A の任意のイデアル I に対して，, ∃a ∈ A

が存在して I = (a) = {xa | x ∈ A} と表すことができる．
補題 20. PIDはUFDである．(証明は [川口 1]定理 5.54参照)

3 超曲面と関数環
定義 21 (アフィン空間). k を代数閉体とし k[X] = k[X1, . . . , Xn] と書く．また，k 上の
n 次元アフィン空間を An

k = kn と書く．
定義 22 (超曲面). 多項式 f(X1, . . . , Xn) ∈ k[X] で定義された超曲面 V (f) とは

V (f) = {a ∈ An
k | f(a) = 0} ⊂ An

k

のことである．
定義 23. イデアル I ⊂ k[X] に対して

V (I) = {a ∈ An
k | f(a) = 0 (f ∈ I)}

とおいて V (I) を I によって定義されたアフィン代数多様体と呼ぶ．また Ak
n の部分集合

V に対して
I(V ) = {f ∈ k[X] | f(a) = 0 (a ∈ V )}

を V の零化イデアルという．特に V が代数多様体のとき I(V ) を定義イデアルともいう．
定義 24 (関数環). アフィン代数多様体 V ⊂ An

k の定義イデアルをしたとき剰余環 k[V ] =

k[X]/I(V ) を V の関数環と呼ぶ．商写像を
φ : k[X] −→ k[V ]

とするとき　
xi = φ(Xi)

で V 上の 1次関数を表す．
補題 25. f を斉次既約多項式とする．f で生成された主イデアル (F ) に対して k[X]/(f)
への商写像を

k[X] φ−→ k[X]/(f)

と書く．このとき a ∈ k[X] が既約かつ deg(F ) > deg(a) ならば φ(a) は k[X]/(f) 上既約
である．
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補題 26. f を斉次既約多項式とする．剰余環 k[X]/(f) の単元群は (k[X]/(f))× = k× で
ある．

補題 25と 26は付録で証明する．

4 行列式で定義された関数環
n 次の行列式多項式を次のように書く (n ≥ 2)．

∆n(X) =
∑
σ∈Sn

(sgn σ)X1,σ(1) . . . Xn,σ(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X1,1 X2,1 . . . Xn,1

X1,2 X2,2 . . . Xn,2

. . . . . . . . . . . .

X1,n X2,n . . . Xn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (1)

n 次の行列式 ∆n(X) は n2 変数であることに注意する．

4.1 ∆n(X)の既約性
まず行列式多項式が既約であることを示そう．簡単な n = 2 の場合から証明を始める．

4.1.1 n = 2のとき
命題 27. ∆2(X)は既約多項式である．

(証明). 2次の行列式が ∣∣∣∣∣X Y

Z W

∣∣∣∣∣ = fg (f, g ∈ k[X,Y, Z,W ]) (2)

と分解したとすると deg(f) + deg(g) = deg(∆2) = 2 である．このとき deg(f)または
deg(g) = 0 ならば f または g が単元となる．そこで deg(f) = deg(g) = 1 のときを考え，

f = α1X + β1Y + γ1Z + δ1W

g = α2X + β2Y + γ2Z + δ2W

と表す．ここで α1, β1, . . . などは定数である．すると

fg = (α2X + β2Y + γ2Z + δ2W )(α1X + β1Y + γ1Z + δ1W )

= α1α2X
2 + . . . (3)
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だが ∆2 = XW − Y Z = fg なので，α1α2 = 0 である．そこで α2 = 0 としても一般性を
失わない．このとき α1 6= 0 だから β2 = 0 である．同様にして γ2 = 0 を示すことができ
る．これを上の式に代入すると

∆2 = fg = (α1X + β1Y + γ1Z + δ1W )δ2W

= α1δ2XW + β1δ2WY + γ1δ2WZ + δ1δ2W
2

だから W |∆2 だがこれは矛盾． ∴ deg f = deg g = 1 は起こらない．以上より ∆2 は既
約多項式であることがわがった．

4.1.2 一般の n ≥ 2の場合
命題 28. ∆n(X)は既約多項式である．
(証明). ∆nが

∆n(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X1,1 X2,1 . . . Xn,1

X1,2 X2,2 . . . Xn,2

. . . . . . . . . . . .

X1,n X2,n . . . Xn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = fg

と分解したとする．
まず X1,1 を考える．もし X1,1 が f の単項式の因子に現れるとすると，

f = X1,1f1 + f2 (f1 6= 0)

と書ける．ここで f2はX1,1を含まない単項式の和である．∆nはX1,1の一次式だから g

の単項式にはX1,1は現れない．次に ∆n を 1列目に関して余因子展開する．

∆n = X1,1

∣∣∣∣∣∣∣
X2,2 . . . Xn,2

. . . . . . . . .

X2,n . . . Xn,n

∣∣∣∣∣∣∣−X1,2

∣∣∣∣∣∣∣
X2,1 . . . Xn,1

. . . . . . . . .

X2,n . . . Xn,n

∣∣∣∣∣∣∣+ . . .

この式を見ると∆nので単項式の因子は積X1,1X1,2を含まない．つまり，もしX1,1が fの
単項式に現れるので gの単項式の因子はX1,2を含まない．同じ方法で gの単項式の因子
はX1,i (1 ≤ i ≤ n)を含まない．第 2列目について余因子展開すると

∆n = −X2,1

∣∣∣∣∣∣∣
X1,2 . . . Xn,2

. . . . . . . . .

X1,n . . . Xn,n

∣∣∣∣∣∣∣+X2,2

∣∣∣∣∣∣∣
X1,1 . . . Xn,1

. . . . . . . . .

X1,n . . . Xn,n

∣∣∣∣∣∣∣+ . . .

2列目の変数 X2,j (1 ≤ j ≤ n) は全て f の単項式の因子に現れ g の単項式の因子には含
まれない．
最後に，行列式の性質より，列を入れ替ると (±1) 倍される．前の結果を使って，全て
の変数 Xi,j は f の単項式の因子に含まれることがわかる．従って g は変数をまったく含
まない定数である．以上より ∆n は既約である．

8



4.2 k[X]/(∆n)が一意分解整域かどうかの判定
∆n =∆n(X)は既約斉次多項式なので補題 26より (k[X]/(∆n))

× = k× である．これで
剰余環 k[X]/(∆n) の場合の単元群の問題 (3) が解決した．
k[X] が UFDだから ∆n は素元であって (∆n) は素イデアルである．従って，剰余環

k[X]/(∆n) は整域である．商写像を

φ : k[X] −→ k[X]/(∆n)

で表す．

4.2.1 k[X]/(∆2) が一意分解整域ではないこと
剰余環 k[X]/(∆2) = k[X,Y, Z,W ]/(XW − Y Z) が一意分解整域ではないことを次の 2

つの主張 (1),(2)によって示す．

(1) k[X,Y, Z,W ]/(XW − Y Z) = k[x, y, z, w]の元 x, y, z, wは既約である．ただし x =

φ(X), y = φ(Y ), z = φ(Z), w = φ(W )と書いた．

(2) rx 6= y, z (r ∈ (k[X]/(∆2))
×) である．つまり，xw = yzは本質的に異なる 2通りの

既約元分解を与える．

(証明). 主張 (1)の証明: x = fg (f, g ∈ k[X]/(∆2)) と書くと k[X]/(∆2) は次数付き環だ
から，

deg x = 1 = deg f + deg g =⇒ 0 ≤ deg f, deg g ≤ 1

が成り立つ．ここで deg f = 0 としても一般性を失わない．deg g = 0，これは f ∈ k× が
単元であることを意味している．同じ方法を使って y, z, w は既約元であることがわがる．
主張 (2)の証明: 背理法を使う．rx = y と仮定する．

rx = y =⇒ rX − Y ∈ (XW − ZY ) ⊂ k[X,Y, Z,W ]

だがXW − ZY は斉次二次式なので rX − Y = 0 でなければならず，矛盾である．
以上より剰余環 k[X]/(∆2) は一意分解整域ではないことが示された．

4.2.2 k[X]/(∆n) (n ≥ 2)が一意分解整域ではないこと
n ≥ 3 に対しても k[X]/(∆n) はUFDでないが，その証明に必要な定理を準備する．

定理 29 (Desnanot-Jacobi 恒等式). M = (Xi,j)0≤i,j≤n が n 次正方行列のとき，次の等式
が成り立つ．

|M ||M1,n
1,n | = |M1

1 ||Mn
n | − |M1

n||Mn
1 | (下図参照) (4)

9



ただし，|M | は M の行列式，|M j
i | は M から i 行目と j 列目を除いた (n− 1)× (n− 1)

小行列の行列式を表す．この定理の証明は付録で行う．
定理 30. 剰余環 k[X]/(∆n) はUFDでない．
(証明). Desnanot-Jacobi 恒等式より

(∆n)(∆n)
1,n
1,n = (∆n)

1
1(∆n)

n
n − (∆n)

1
n(∆n)

n
1

であるが，剰余環においては∆n = 0であるから (∆n)
1
1(∆n)

n
n = (∆n)

1
n(∆n)

n
1 が成り立つ．

n = 2の場合と同じように次の 2つの主張 (1),(2)を示せば良い．
(1) k[X]/(∆n)において (∆n)

1
1, (∆n)

n
n, (∆n)

1
n, (∆n)

n
1 は既約である．

(2) r ∈ (k[X]/(∆n))
×を単元とするとき r(∆n)

1
1 6= (∆n)

1
n, (∆n)

n
1 である．

この (1), (2)が証明できれば (∆n)
1
1(∆n)

n
n = (∆n)

1
n(∆n)

n
1 は 2通りの本質的に異なる既約元

分解を与えることがわかり，従って k[X]/(∆n)はUFDでないことがわかる．
主張 (1) は補題 25 を使えばよい．
主張 (2)も補題 26 を使いて，n = 2のときと同様に示すことができる．

4.3 剰余環 k[X]/(∆2)とネーターの正規化定理
n = 2 のとき

k[X,Y, Z,W ]/(XW − ZY ) = k[x, y, z, w] (5)

φ(X) = x, φ(Y ) = y, φ(Z) = z, φ(W ) = w

とおく．ネーター正規化定理の主張の (1), (2)を具体的に書くと，今の場合には次の (1),

(2)になる．
(1) {x − w, y, z}は k 上代数的独立である．(∵ f(x − w, y, z) = 0), w = 0とすると

f(x, y, z) = 0 =⇒ f ≡ 0)

(2) k[x, y, z, w]はB = k[x−w, y, z]上整あってB加群としての生成元として {1, x+w}
をとることができる．つまり

k[x, y, z, w] = k[x+ w, y, z, x− w] = k[y, z, x− w](x+ w)⊕ k[y, z, x− w]

が成り立つ．(∵ (x+ w)2 − (x− w)2 − 4zy = 4xw − 4zy = 0)
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5 楕円曲線と超楕円曲線
定義 31 (楕円曲線と超楕円曲線). P (X)をXの多項式で重根を持たないものとする．こ
のとき

Y 2 = P (X) (P (X)はXの多項式，重根を持たない)

で定義された曲線は degP (X) = 3, 4のとき楕円曲線と呼ばれる．また degP (X) ≥ 5の
ときは超楕円曲線と言う．

5.1 奇数次の (超)楕円曲線の関数環
degP (X) = 2n+ 1 (n ∈ N)を奇数として，イデアル I = (Y 2 − P (X))を考える．また

k[X,Y ]
φ−→ k[X,Y ]/(Y 2 − P (X))

∈ ∈

a 7−→ φ(a) = a+ I

を商写像，X,Yの φによる像を

x = φ(X) , y = φ(Y ) (6)

と書く．従って
k[X,Y ]/(Y 2 − P (X)) = k[x, y] (7)

である．

5.2 k[x, y]の単元群
命題 32. 奇数次楕円曲線と超楕円曲線の関数環 k[x, y]の単元群は k×である．
(証明). f, g ∈ k[x, y]に対して f g = 1となったとする．f = yf1 + f1, g = yg2 +

g2 (f1, g1, f2, g2 ∈ k[x])と表しておくと fg = (yf2 + g2)(yf1 + g1) = 1 だから y2f1f2 +

(f1g2 + f2g1)y + g1g2 = 1，y2 = P (x)に代入して

(P (x))f1f2 + g1g2 + (f1g2 + f2g1)y = 1{
P (x)f1f2 + g1g2 = 1

f1g2 + f2g1 = 0
(8)

が成り立つ．この式より
P

f1
f2

と
{

g1
g2
は互い素 =⇒

{
f1|f2かつ f2|f1
g2|g1かつ g1|g2

つまり
{

f1 = rf2
g1 = tg2

(r, t ∈ k)
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と表されている．一方

f1g2 = −f2g1 =⇒ rf2g2 + tf2g2 = 0 ∴ (r + t)f2g2 = 0

従って (r + t) = 0 または f2g2 = 0 である．
(i) f2g2 = 0のとき，f2または g2 = 0である (f2 = g2 = 0はありえない)．f2 = 0, g2 6= 0

のときは
fg = (yf1 + g1)g2 = yf1g2 + g1g2 = 1 (9)

これから f1 = 0 かつ g1, g2 ∈ k[x]× = k×である．
f2 6= 0, g2 = 0

のときは
1 = (yf1 + g1)yf2 = y2f1f2 + g1yf2

だから g1 = 0かつ 1 = P (x)f1f2となり矛盾 (∵ 1は P (x)で割り切れない)．
(ii) (r + t) = 0のとき．t = −rになる．つまり

yf1 + g1 = (yrf2 − rg2) = r(yf2 − g2)

である．これを最初の式に代入すると，
fg = (f1y + g1)(f2y + g2) = r(f2y + g2)(f2y − g2)

= r(y2f 2
2 − g22) = r(P (x)f 2

2 − g22) = 1

である．次数を比較すると degP + 2deg f2 = deg(1 + g22)となるが左辺の次数は奇数
で，右辺は偶数なので矛盾する．
(i), (ii)より f = f2, g = g2 ∈ k×であることがわかる．

5.3 奇数次の (超)楕円曲線の関数環と一意分解性
kは代数閉体とする．ここではP (X)が奇数モニック多項式，つまり degP (X) = 2n+

1 (n ∈ N) の場合を考える．k は代数閉体だから
P (X) = (X − a1)(X − a2)(X − a3) . . . (X − a2n+1)

と因数分解できる．ここで ai ∈ k (i = 1, 2, 3 . . . , 2n+ 1)は相異なる根である．
楕円曲線の関数環がUFDではないことを次の 2つの主張 (1),(2)によって示そう．剰
余環を k[x, y] = k[X,Y ]/(Y 2 − P (X)) と書くのであった．
(1) k[x, y]の元 y, x− a (a ∈ k)は既約である．

(2) y2 = (x− a1)(x− a2)(x− a3) . . . (x− a2n+1)は k[x, y]において本質的に異なる 2通
りの既約分解である．つまり単元 r ∈ k×に対して ry 6= x− aである．
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5.3.1 yが既約であることの証明
(証明). y = fgと分解したとする．

f = f1 + yf2, g = g1 + yg2 (fi, gi ∈ k[x], i = 1, 2)

とおく，このとき，

y = fg = (f1 + yf2)(g1 + yg2) = f1g1 + y(f1g2 + f2g1) + y2f2g2

= P (x)f2g2 + f1g1 + y(f1g2 + f2g1)

なので，係数を比較して{
P (x)f2g2 + f1g1 = 0

f1g2 + f2g1 = 1
⇐⇒

{
P (x)f2g2 = −g1f1
f1g2 = 1− f2g1

である．両辺の次数を比較して{
2n+ 1 + deg(f2g2) = deg(g1f1)

deg(f1g2) = deg(1− f2g1)
(10)

(i) f2g1が定数のとき．このときは f1g2 = 1− f2g1も定数で fi, giは全て定数となる．ま
たP (X)f1f2 = −g1g2より f1f2 = g1g2 = 0がわかる．従って f1, f2のうち一方は 0，g1, g2
も一方は 0である．
f1 = 0なら，f2g1 = 1より g1 6= 0．従って g2 = 0である．これより f = yf2, g = g1で
あって，g ∈ k×は単元．
f2 = 0なら．同様にして f1 ∈ k×は単元である．
(ii) f2g1が定数でないとき．このときは

deg(f1g2) = deg(f2g1 − 1) = deg(f2g1)

だから，式 (10)より {
2n+ 1 + deg f1 + deg f2 = deg g1 + deg g2
deg f1 + deg g2 = deg f2 + deg g1

辺々を引き算して整理すると，

2n+ 1 + 2deg f2 = 2deg g2

だが，左辺は奇数で右辺は偶数でから矛盾．従って (ii)の場合は起こりえない．
(i) (ii)より f または gは単元となるので，yは既約である．

13



5.3.2 x− a (a ∈ k)が既約であることの証明
(証明). x− a = fgとする．

f = f1 + yf2, g = g1 + yg2 (fi, gi ∈ k[x], i = 1, 2)

とおく．このとき，
x− a = fg = (f1 + yf2)(g1 + yg2) = f1g1 + y(f1g2 + f2g1) + P (x)f2g2

なので，係数を比較して {
P (x)g2f2 + g1f1 = x− a

f1g2 + f2g1 = 0
(11)

である．
(i) f2g2 6= 0の時，degP (x) = 2n+ 1 ≥ 3なので，式 (11)の最高次の係数を比較して{

2n+ 1 + deg(g2f2)− deg(g1f1) = 0

deg(f1g2)− deg(f2g1) = 0
(12)

となるが，§5.3.1の証明と同様に考えると，これは degP (x) = 2n + 1が奇数であること
に矛盾する．つまり (i)は起こり得ない．
(ii)f2g2 = 0の時，f2 = 0ならば f1 6= 0なので (11)の第二式より g2 = 0である．従って

x− a = f1g1だが，f1, g1 ∈ k[x]なので f1 ∈ k×または g1 ∈ k×である．
(i) (ii)より f または gは単元となるので．x− aは既約である．
定理 33. 奇数次の超楕円曲線の関数環はUFDではない．
(証明). y2 = (x− a1)(x− a2)(x− a3) . . . (x− a2n+1) が異なる既約元分解であることを示
せばよい．つまり，r ∈ k×を単元とする時，ry 6= x− aであることを示す．元の k[X,Y ]

で考えるよう．
実際m(Y 2 − P (X)) ∈ I (m ∈ k[X,Y ]) の元は 0でなければ常に (2n+ 1)次以上なので

rY − (X − a)に一致することはない．
つまり y2 = (x− a1) . . . (x− a2n+1)は異なる既約元分解である．

6 円 (X2 + Y 2 = 1)上の関数環
char(k) 6= 2のときX2+Y 2−1は既約多項式である．従って剰余環k[X,Y ]/(X2+Y 2−1)

は整域である．商写像を
φ : k[X,Y ] −→ k[X,Y ]/(X2 + Y 2 − 1) (13)

と書く．またいつものように
φ(X) = x, φ(Y ) = y

k[X,Y ]/(X2 + Y 2 − 1) = k[x, y]と表す．
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6.1 複素数体上の円
k = Cのとき考える．x2 + y2 = (x+ iy)(x− iy)より，座標変換{

x− iy = u

x+ iy = v
⇐⇒

{
u+ v = 2x

u− v = −2iy

と行うと，uv = 1 であって v = u−1が成り立つ．従って，

k[X,Y ]/(X2 + Y 2 − 1) = k[x, y] ∼= k[u, u−1]

である．

補題 34. 環 k[u, u−1]は PIDである．(従ってUFDである．)

(証明). k[u, u−1]はネーターである1．だからイデアル I ⊂ k[u, u−1]に対して，有限個
の {f1, f2, . . . , fn} (fi ∈ k[u, u−1]) が存在して (f1, f2, . . . , fn) = I が成り立つ．fi =

gi/u
m
i (gi ∈ k[u], mi ∈ N)とすると u−1は単元だから

I = (f1, . . . , fn) = (g1, . . . , gn)

である．k[u]はUFDだから {g1, . . . , gn}を k[u]で考えると (g1, . . . , gn) = (d)となる多項
式 d ∈ k[u]が存在する．これを k[u, u−1]で考えると，(d) = Iであることがわかる．つま
り k[u, u−1]は PIDである．

補題 35. k[u, u−1]×は巡回群 ZとC×の直積に同型である．

(証明). f, g ∈ k[x, y]に対して f g = 1となったとする．

f =
f1
umf

, g =
g1
umg

, (f1, g1 ∈ k[u], mf ,mg ∈ N)

と表しておくと

fg =
f1
umf

g1
umg

= 1 =⇒ f1
umf

g1
umg

=
f1g1

umf+mg
= 1

である．つまり f1g1 = umf+mg が成り立つ．f1g1 = umf+mg を k[u]の中で考えて k[u]が
UFDであることに注意すると f1 = ud, g1 = umg+mf−dとなる (定数倍はうまく調整すれ
ばよい)．だから k[u, u−1]×は巡回群 ZとC×の直積に同型である．

1付録 A.3を参考
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6.2 超球面の場合
超球面上の関数環

An = k[X1, . . . , Xn]/(X
2
1 + · · ·+X2

n − 1) (n ≥ 2)

を k = R または k = C の場合に考える．次の定理が Swanによって得られている．

定理 36 (Theorem 5(2)[Swan]). 関数環Anを k = C上で考えるときはAn,C，Rで考える
ときはAn,Rと書く．

(1) k = Cのとき

(a) n = 3のときA3,CはUFDではない．
(b) n ≥ 2, n 6= 3のときAn,CはUFDである．

(2) k = Rのとき

(a) n = 2のときA2,RはUFDではない．
(b) n ≥ 3のときAn,RはUFDである．

n = 2のときA2,CがUFDでA2,RがUFDでないことは永田によって代数的な議論で証
明させた．

7 将来の展望
今後は A = k[X]/(Y 2 − P (X)) が degP (X) = 2n(n ≥ 2)のときにまず Aの単元群と

UFDかどうかを判定する (例えばA = k[X]/(Y 2 −X4 − 1))。超楕円曲線上の関数環の単
元群と超幾何関数の関係についても研究中である。その後の勉強は，代数学と複素解析で
手に入れると思います．機会があれば，楕円曲線論も勉強してみます．
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A 付録
A.1 Desnanot-Jacobi恒等式の証明
定義 37. X は n × n行列，|X|はX の行列式．|Xj

i |はX から i行目と j 列目を除いた
(n− 1)× (n− 1)行列の行列式．
定理 38.

|X||X1,n
1,n | = |X1

1 ||Xn
n | − |X1

n||Xn
1 | (14)

(証明). (by D. M. Bressoud [Bressoud])

X = (xi,j)
n
i,j=1，ai,j = (−1)i+jdet(Xj

i )とする．

X ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 0 0 ... 0 0 an,1
a1,2 1 0 ... 0 0 an,2
a1,3 0 1 0 ... 0 an,3
... ... ... ... ... ... ...

a1,n−1 0 ... 0 1 0 an,n−2

a1,n−1 0 0 ... 0 1 an,n−1

a1,n 0 0 ... 0 0 an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(15)

det(X ′) = a1,1an,n − an,1a1,n = |X1
1 ||Xn

n | − |X1
n||Xn

1 |

XX ′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

det(X) x1,2 x1,3 ... x1,k−2 x1,k−1 0

0 x2,2 x2,3 ... x2,k−2 x2,k−1 0

0 x3,2 x3,3 ... x3,k−2 x3,k−1 0

... ... ... ... ... ... ...

0 xk−2,2 xk−2,3 ... xk−2,k−2 xk−2,k−1 0

0 xk−1,2 xk−1,3 ... xk−1,k−2 xk−1,k−1 0

0 xk,2 xk,3 ... xk,k−2 xk,k−1 det(X)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(16)

この式より

det(XX ′) = det(X)det(X ′) =⇒ |X|2|X1,n
1,n | = |X|(|X1

1 ||Xn
n | − |X1

n||Xn
1 |) (17)

両辺の |X|を消して，|X||X1,n
1,n | = |X1

1 ||Xn
n | − |X1

n||Xn
1 |である．

A.2 次数環の定義と性質
定義 39. Aが環であり，Z加群として A = ⊕∞

n=0An と部分加群の直和になっていて，
AnAm ⊂ An+m となるとき，Aを次数環という．
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定義 40. 次数環 A 上の加群 M が M = ⊕∞
n=0Mn と部分 Z 加群の直和になっていて，

AnMm ⊂ Mn+m となるとき，M を次数A加群という．

定義 41. 上の定義の状況でM の部分 A加群N がN = ⊕n∈Z(N ∩ Mn)となるとき，斉
次部分加群という．Aのイデアル IがAの斉次部分加群であるとき，Iを斉次イデアルと
いう．

定義 42. B = ⊕∞
n=0Bnが次数環，AがBの部分環で，A = ⊕0≤(A ∩ Bn)となるとき，A

を斉次部分環と言う．

定義 43. 最初の定義で ai ∈ Ai (i = 0, . . . , d), a = a0 + · · · + adで ad 6= 0なら，dのこと
を aの次数といい dega，あるいは degAaと書く．

補題 44. A = ⊕∞
n=0Anが次数環で，I = ⊕∞

n=0Inが斉次イデアルであるとき，A/IもAn/In
を n次成分とする次数環になる．

(証明). A/Iは次のように表す
A

φ−→ A/I

Kerφ = ⊕∞
n=0In = I,Imφ = A/I =⇒ A/I ∼= ⊕∞

n=0An/In
ai + Ii ∈ Ai/Ii, aj + Ij ∈ Aj/Ij

(Ai/Ii)(Aj/Ij) = (ai + Ii)(aj + Ij) = aiaj + aiIj + Iiaj + IiIj

aiaj ∈ ai+j, aiIj + Iiaj + IiIj ∈ Ii+j =⇒ aiIj + Iiaj + IiIj ∈ Ai+j/Ii+j上の定義よりA/Iも
An/Inを n次成分とする次数環である．

A.3 補題の証明
補題 45 (2). f が斉次既約多項式とする，(f)は f で生成された主イデアル．k[X]/(f)の
単元群 (k[X]/(f))× = k×

(証明). f は斉次多項式だから，k[X]/(f)は次数付き環になる．aを単元とすると．ab =

1 となる b がある．このとき，両辺の次数を比較すると deg(a)+deg(b)=deg(1)=0 ⇒
deg(a)=deg(b)=0, つまり a ∈ k×がわかる．

補題 46 (1). F が斉次既約多項式とする，(F )は F で生成された主イデアル．k[X]/(F )

は次のように定義する．
k[X] φ−→ k[X]/(F )

このとき a ∈ k[X]が既約かつ deg(F ) >deg(a) =⇒ φ(a)は k[X]/(F )上既約．
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(証明). まず degF = n (n ≥ 1)とする．ここで背理法を使う，a = fg + P (X,Y )F を仮
定する．ここで f, g, P の次数を考える．ここで f, g, P の次数を考える．

f = f0 + f1 + · · ·+ fv(degfi = i, i = 0, 1, . . . , v)

g = g0 + g1 + · · ·+ gw(degfi = i, i = 0, 1, . . . , w)

P = P0 + P1 + · · ·+ Pu(degfi = i, i = 0, 1, . . . , u)

つまり
fg = (f0g0 + 1次以上)

PF = P0F + P1F + P2F + · · ·+ PuF

deg(P0F ) = nより
fg = (F + n次以上)

つまり
f0g0 = 0, f1g0 + f0g1 = 0, f2g0 + f0g2 + f1g1 = 0, . . .

ここで，g0 = 0としてもよい．f1g0 + f0g1 = 0ので，g1 = 0．同様にして

g0 = 0, g1 = 0, g2 = 0, . . . , gn−2 = 0

−fvgw = PuF =⇒ F |fvまたは F |gw．Fa = fvまたは Fb = gw，ここで Fb = gwとしても
一般性を失わない．

gf = (g0 + g1 + · · ·+ gw)(f0 + f1 + · · ·+ fv) = (g0 + g1 + · · ·+ Fb)(f0 + f1 + · · ·+ fv)

(g0+g1+· · ·+Fb)(f0+f1+· · ·+fv) = (g0+g1+· · ·+gw−1)(f0+f1+· · ·+fv)+Fb(f0+f1+· · ·+fv)

(g0 + g1 + · · ·+ gw−1)(f0 + f1 + · · ·+ fv) + Fb(f0 + f1 + · · ·+ fv) = (P0 + · · ·+ Pu)F

(g0+g1+· · ·+gw−1)(f0+f1+· · ·+fv)+∆B(f0+f1+· · ·+fv) = (P0+· · ·+Pu−Bf0−. . . Bfv)∆

すると，初めから g = g0 + g1 + · · · + gw−1としてよい，degf+deggに関する帰納法を
使う証明すれば良い．
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A.4 ネーター環の定義と応用
定義 47. 環Aについて，次の条件は同値である．

(1) 任意のイデアル I ⊂ Aは有限生成である．すなわち，任意のイデアル I ⊂ Aに対し
て，f1, . . . , fk ∈ Iが存在して，I = (f1, . . . , fk)となる．

(2) Aのイデアルの任意の増加列

I1 ⊂ · · · ⊂ Im ⊂ . . .

は途中から一定となる．すなわち，IN = IN+1 = . . . となるNがある．(これを昇鎖
条件を満たす)

(3) 空でないイデアルの族の中に極大元が存在する．

これらの条件が成り立つとき，Aをネーター環という．

(証明). (1) =⇒ (2) を示す．イデアルの列 I1 ⊂ · · · ⊂ Im ⊂ . . . が与えられたとする．
I = ∪Imとおくと，明らかに I もイデアルであるから，(1)より f1, . . . , fkをとって I =

(f1, . . . , fk)とできる．各 iに対して，fi ∈ Imi
となるmiがあるから，N = max{mi}とお

けば I = IN となり，IN から先では列は一定となる．
(2) =⇒ (3) ツォルンの補題より明らか．
(3) =⇒ (1) I を任意のイデアルとする．Σ = {J ⊂ I | J は有限生成イデアル }とおく
と．(3)よりΣには極大元がある．それを J0とする．このとき，J0 = Iとなる．(∵もし
そうでないとすると ∀f ∈ I − J0をとり，イデアルAf + J0を作ると，これも有限生成で
Iに含まれ，しかも J0より真に大きくなるからである．)つまり任意のイデアル I ⊂ Aは
有限生成である．

命題 48. Aをネーター環とし，I ⊂ Aをイデアルとする．このとき，剰余環B = A/Iも
ネーターとなる．

命題 49. Aをネーター整域 (すなわち，ネーター環で 0以外の元は零因子を持たない環)

とし，KをAの商体とする．Aの 0を含まない部分集合 Sに対して，

B = A[S−1] = {a
b
∈ K | a ∈ A, bは 1または Sの元の積 }

とおくと，Bもネーター環となる．
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