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1 研究動機・目的

本研究を行った動機は，元々私自身がフーリエ解析に興味があり，複素解析の教科書

[1](E.M.スタイン,Rシャカルチ (新井仁之他訳)「複素解析」)で正則関数とフーリエ変換

の関係について勉強し，もっと深くこれらの関係性を学びたいと思ったからである．本研

究は

1 L1 関数のフーリエ変換像の性質を複素正則関数を用いて理解する，

2 正則関数のフーリエ変換について考察する (例：ポアソンの和公式)，

3 ポアソンの和公式を用いてゼータ関数の特殊値を求める

という 3つの目標について考えることを目的としている．
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この論文の背景について述べる．フーリエ変換

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx (ξ ∈ R)

はルベーグ可測かつ ∥f∥1 =
∫∞
−∞ |f(x)|dx < ∞ を満たす L1 関数に対して定義される．

そして L1 関数のフーリエ変換像は様々な性質を持つが，その像空間

L = {f̂ : f ∈ L1(R)}

の明確な特徴付けは知られていない ([2, p. 69] 参照)．一方で L1 関数のフーリエ変換像

と正則関数の間には興味深い関係性がある．

定理 1 (§ 2.1, 定理 7). Rを正の定数，ϕ(z)は |z| < Rで正則で，ϕ(0) = 0を満たすと

する．このとき，L1 関数 h ∈ L1(R)に対して，∥h∥1 < Rならば ϕ(ĥ) = ĝ を満たす g ∈
L1(R)が存在する．つまり，ϕ(ĥ)は Lに属する．

この定理は正則関数との合成によって L(の一部)から Lへの写像が得られることを示
しており，興味深い．また，定理 1は合成積の計算にも応用することができる (§ 2.2)．そ

の計算例を挙げる．

例 1. f(x) =
1

1 + x2
の k 次合成積は次のように与えられる．

fk(x) = (f ∗ f ∗ · · · ∗ f)(x) =
kπk−1

x2 + k2
.

フーリエ変換に関する重要な公式として，フーリエ逆変換公式

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πiξxdx (x ∈ R)

や，ポアソンの和公式 ∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f̂(n)

がある．一般の L1 関数に対してはこの 2つの公式は条件なしには成り立たないだけでな

く，その証明が難しく，公式も扱いにくい．ところがある種のよい性質をもつ正則関数族

を導入すると，複素解析的な手法が使えてフーリエ逆変換公式とポアソンの和公式の証明

が簡明になり，応用しやすくなる．本論文ではこの 2つの公式に関して，複素解析的な証

明を与える．
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特にポアソンの和公式の応用例としてリーマン・ゼータ関数

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
(s ∈ C)

の偶数特殊値 ζ(2), ζ(4), . . . を求めることができるので本論文ではそれも紹介する．以

下，この論文で得られた主な結果を述べる．

主結果 1. フーリエ変換とポアソンの和公式を用いると，ゼータ関数の特殊値は

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90

主結果 2. 特殊値 ζ(3)は知られていないが，関連する無限和の公式として次のような公

式を導くことができた．

∞∑
n=0

1

(3n + 1)3
−

∞∑
n=0

1

(3n + 2)3
=

4
√

3

243
π3，

∞∑
n=0

1

(4n + 1)3
−

∞∑
n=0

1

(4n + 3)3
=

π3

32
．

本研究を通して L1 関数のフーリエ変換と正則関数はどのように関わっているかを考え

てきた．よい性質を持つ正則関数族 ℑ に対するフーリエ変換を考えると，フーリエ変換
の性質を複素関数論を用いて理解することができる．フーリエ逆変換やポアソンの和公式

の証明は複素積分を用いるので，留数定理がとても有用に働く．リーマン・ゼータ関数の

特殊値の計算に応用する際も，フーリエ変換の計算の中で留数定理を用いて複素積分を計

算した．このことから，フーリエ変換を考える上で複素積分，特に留数定理が重要と深く

関わっていることがわかった．

以下，本論文の章ごとの内容を簡単に紹介する．§ 2では L1 関数のフーリエ変換とそ

の性質について簡単に紹介する．§ 3では正則関数と L1 関数のフーリエ変換の合成につ

いて考え，合成積の計算への応用を行う．§ 4では．ある良い性質を持つ正則関数族 ℑを
導入し，関数論的手法でフーリエ逆変換やポアソンの和公式を導く．§ 5ではフーリエ変

換とポアソンの和公式を用いて，リーマンゼータ関数の偶数特殊値といくつかの無限和公

式を求める．§ 6では本論文のまとめと将来の研究計画について述べる．

4



2 L1 関数のフーリエ変換と諸性質

2.1 L1関数のフーリエ変換

本節では，後の応用で必要最低限の用語と概念を導入する．ルベーグ積分については詳

しい解説はしないが [4, 志賀徳造　「ルベーグ積分から確率論」]，[5]を参照してほしい．

定義 1 (L1 関数). R上の複素数値関数 f のうち，ルベーグ可測かつ

∥f∥1 =

∫ ∞

−∞
|f(x)|dx < ∞

を満たす関数で構成されるベクトル空間 L1(R)を L1 空間といい，f ∈ L1(R)のとき，f

を L1 関数という．また ∥f∥1 を L1 ノルムという．

次に，L1 関数に対してフーリエ変換を定義する．

定義 2 (フーリエ変換). f ∈ L1(R)に対して

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx　 (ξ ∈ R)

と定義して，f̂ を f のフーリエ変換という．

L1 関数のフーリエ変換の像空間を Lとする．

L = {f̂ : f ∈ L1(R)}

このときフーリエ変換 F は，L1(R)を Lに写す写像ということになる．Lの性質につい
ては後述する．

例 2 (フーリエ変換の例). 区間 [−1, 1]の定義関数

f(x) =

{
1 (|x| ≤ 1)

0 (1 < |x|)

を考える．f(x)は L1 関数であり，そのフーリエ変換は

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx =

∫ 1

−1

e−2πiξxdx =
sin 2πξ

πξ

となる．f(x)は連続ではないが，f̂(ξ)は ξ = 0でも連続 (実は解析的 )であることに注

意する．
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また，f̂ ∈ L1(R)であれば，逆変換も成立する．

定理 2 (フーリエ逆変換). L1 関数 f ∈ L1(R)に対して f̂ ∈ L1(R)ならば

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πiξxdx (x ∈ R)

が成立する．

[証明]. [2, p. 44, 定理 11] 参照．正則関数と関係した特別な場合のフーリエ逆変換公式の

証明は後で行う (定理 9)．

次に，フーリエ変換の基本的な性質について紹介する．

命題 1. F は線型写像である．

[証明]. α, β ∈ C，f, g ∈  L1(R)に対して

F(αf + βg) = αF(f) + βF(g) (1)

を示せば良い．

F(αf + βg)(ξ) =

∫ ∞

−∞
(αf(x) + βg(x))e−2πiξxdx

=

∫ ∞

−∞
αf(x)e−2πiξxdx +

∫ ∞

−∞
βg(x)e−2πiξxdx

= α

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx + β

∫ ∞

−∞
g(x)e−2πiξxdx

= αF(f)(ξ) + βF(g)(ξ)

となり式 (1)が示された．

定理 3. f ∈ Rならば，f̂(ξ)は連続関数である．

[証明]. [2, p. 2,(1.5)]の証明参照．

命題 2. L1 関数列 {fn}∞n=1 ∈ L1(R)に対して，{fn}∞n=1 が f に L1 ノルムに関して収束

するならば，f̂n は f̂ に R上一様収束する．
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[証明]. 仮定より，∥f − fn∥1 → 0 (n → ∞)が成立．このとき，

|f̂n(ξ) − f̂(ξ)| = |(fn − f)ˆ(ξ)|

=

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
(fn − f)(x)e−2πiξxdx

∣∣∣∣
≤
∫ ∞

−∞
|(fn − f)(x)|dx

= ∥fn − f∥1

よって supξ∈R |f̂n(ξ) − f̂(ξ)| ≤ ∥fn − f∥1 → 0 (n → ∞) が成立するので，f̂n は f̂ に R
上一様収束する．

2.2 Lの性質

L1 関数のフーリエ変換像の空間 L = F(L1(R)) の性質のうち，いくつかを紹介する．

すでに見たように，F の線形性から Lはベクトル空間であって，しかも有界な連続関数
のなす空間の部分空間である．しかし，Lは更に特別な性質を持っている．

定理 4 (リーマン=ルベーグの定理). f ∈ L1(R)ならば，

f̂(ξ) → 0 (|ξ| → ∞)

が成立する．

[証明]. [2, Theorem1]参照．

例 3. 区間 [−1, 1]の定義関数のフーリエ変換

f̂(ξ) =
sin 2πξ

πξ

は連続関数かつ

lim
|ξ|→∞

sin 2πξ

πξ
= 0

である．

定理 5. L1 関数 f(x)のフーリエ変換 f̂(ξ)が奇関数ならば 1 < b < ∞に対して，∣∣∣∣∣
∫ b

1

f̂(ξ)

ξ
dξ

∣∣∣∣∣ ≤ A∥f∥1

が成立する．右辺は bにはよらないことに注意する．
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[証明]. f̂(ξ)が奇関数より f̂(ξ) = −f̂(−ξ)が成立するので，∫ ∞

−∞
f(x) cos(2πξx)dx = 0

となることから，

f̂(ξ) = −i

∫ ∞

−∞
f(x) sin(2πξx)dx

が成立する．積分
∫ b

1

f̂(ξ)

ξ
dξ に代入し，絶対値をとると，

∣∣∣∣∣
∫ b

1

1

ξ

{∫ ∞

−∞
f(x) sin(2πξx)dx

}
dξ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
f(x)

{∫ b

1

sin(2πξx)

ξ
dξ

}
dx

∣∣∣∣∣
≤
∫ ∞

−∞
|f(x)|

∣∣∣∣∣
∫ 2πxb

2πx

sin(u)

u
du

∣∣∣∣∣ dx (2πxξ = uと変数変換)

≤ A

∫ ∞

−∞
|f(x)|dx = A∥f∥1

例 4. 連続かつ無限遠で 0に収束するが，L1 関数のフーリエ変換像でないものを紹介す

る．奇関数 g(x)を

g(x) =


1/ log(x) (e < x)

x/e (|x| < e)

−1/ log(−x) (x < −e)

とおく．g(x)に対して
∫ b

1

g(x)

x
dxを計算すると，

∫ b

1

g(ξ)

ξ
dξ =

1

e

∫ e

1

ξ

ξ
dξ +

∫ b

e

1

ξ log(ξ)
dξ = 1 − 1

e
+ log(log(b)) → ∞ (b → ∞)

よって積分
∫ b

a

g(ξ)

ξ
dξ が発散してしまうので定理 5の対偶より，g は L1 関数のフーリエ

変換像でないことがわかる．

有界な連続関数の空間の部分空間

C0(R) = {g(ξ) : g は R上連続で，g(ξ) → 0 (|ξ| → ∞)}

を考えると，すでに説明したように，L ⊂ C0(R)であるが，上の例は L ⫋ C0(R)である

ことを示している．
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2.3 合成積とその性質

定義 3 (合成積). f, g ∈ L1(R)に対し，f ∗ g を

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt (2)

と定義して，f ∗ g を f と g の合成積という．また，f1 = f，fk = fk−1 ∗ f (k ≤ 2)と書

き，fk を f の k 次合成積という．

次に，合成積の性質について紹介する．

命題 3. f, g ∈ L1(R)とする．このとき

∥f ∗ g∥1 ≤ ∥f∥1∥g∥1， (3)

f ∗ g = g ∗ f (4)

が成立する．

[証明]. はじめに，式 (3)を示す．

∥f ∗ g∥1 =

∫ ∞

−∞
|(f ∗ g)(x)| dx

=

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt

∣∣∣∣ dx
≤
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(x− t)g(t)|dtdx． (5)

式 (5)について，x− t = sと変数変換すると，

(5) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(s)g(t)|dtds

=

(∫ ∞

−∞
|f(s)|ds

)(∫ ∞

−∞
|g(t)|dt

)
= ∥f∥1∥g∥1．
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よって式 (5)が示された．次に式 (4)を示す．

(f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)dt

=

∫ −∞

∞
f(u)g(x− u)(−du)　 (x− t = uと変数変換)

=

∫ ∞

−∞
f(u)g(x− u)du

= (g ∗ f)(x)．

よって式 (4)も示された．

最後に，フーリエ変換と合成積に関する重要な性質を紹介する．

定理 6. f, g ∈ L1(R)に対して，

(f ∗ g)ˆ(ξ) = f̂(ξ) · ĝ(ξ)

が成立する．ただし右辺は通常の関数の積である．

[証明]. 合成績とフーリエ変換の定義より，

(f ∗ g)ˆ(ξ) =

∫ ∞

−∞
(f ∗ g)(x)e−2πiξxdx

=

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
f(x− t)g(t)e−2πiξxdt

}
dx

=

∫ ∞

−∞
g(t)

{∫ ∞

−∞
f(x− t)e−2πiξxdx

}
dt (6)

が成り立つ．式 (6)において，x− t = pと変数変換すると，

(6) =

∫ ∞

−∞
g(t)

{∫ ∞

−∞
f(p)e−2πiξ(t+p)dp

}
dt

=

(∫ ∞

−∞
g(t)e−2πiξtdt

)(∫ ∞

−∞
f(p)e−2πiξpdp

)
= f̂(ξ)ĝ(ξ)．

これを k 次の合成積に用いると次の系を得る．
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系 1. f ∈ L1(R)に対して，
f̂k(ξ) = (f̂(ξ))k

が成り立つ．

この定理 6によって Lは単なるベクトル空間というだけでなく，通常の関数の積につ
いても閉じており，環構造を持つことがわかる．つまりフーリエ変換は環 (L1(R),+, ∗)

から環 (L,+, ·)への代数準同型である．

3 正則関数とフーリエ変換との関係

3.1 正則関数と L1 関数のフーリエ変換の合成

フーリエ変換についてある程度理解したところで，次に正則関数と L1 関数のフーリエ

変換との関係について考えよう．次の定理は正則関数が合成関数をとることによって，L
を Lに写すことを述べている．

定理 7. Rを正の定数，ϕ(z)は |z| < R上正則で，ϕ(0) = 0を満たすとする．このとき，

L1 関数 h ∈ L1(R)に対して，∥h∥1 < Rならば ϕ(ĥ) = ĝ を満たす g ∈ L1(R)が存在す

る．つまり，ϕ(ĥ)は Lに属する．

[証明]. 仮定より ϕ(z)は |z| < R上で正則なので半径 Rの収束円内で

ϕ(z) =

∞∑
k=1

akz
k (7)

とべき級数展開することができる (ϕ(0) = 0より a0 = 0)．仮定 ∥h∥1 < Rより，任意の

ξ に対して

|ĥ(ξ)| =

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
h(x)e−2πiξxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞
|h(x)|dx = ∥h∥1 < R

より，|ĥ(ξ)| < Rがわかる．よって式 (7)の zに ĥ(ξ)を代入すると絶対収束し，系 1より

ϕ(ĥ(ξ)) =
∞∑
k=1

ak(ĥ(ξ))k =
∞∑
k=1

ak(ĥk(ξ)) (ξ ∈ R).

一方
∞∑
k=1

akhk は L1 ノルムに関して収束していることを示そう．そこで，n ≥ m ≥ 1
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(n,m ∈ Z)とすると，∥∥∥∥∥
n∑

k=1

akhk −
m∑

k=1

akhk

∥∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=m

akhk

∥∥∥∥∥
1

≤
n∑

k=m

|ak|∥hk∥1 ≤
n∑

k=m

|ak|∥h∥k1．

∥h∥1 < Rより，n,m → ∞のとき，
n∑

k=m

|ak|∥h∥k1 は収束する．よって

∥∥∥∥∥
n∑

k=m

akhk

∥∥∥∥∥
1

→ 0 (n,m → ∞)

が成立する．L1(R)が L1 ノルムに関して完備距離空間であるから，

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

akhk − g

∥∥∥∥∥
1

→

0 (n → ∞)を満たす g ∈ L1(R)が存在する．命題 2より，

ĝ(ξ) =
∞∑
k=1

akĥk(ξ) =
∞∑
k=1

ak(ĥ(ξ))k = ϕ(ĥ(ξ))

となる．

3.2 L1 関数の k 次合成積への応用

定理 7は合成積の計算に用いることができる．

例 5. f(x) =
1

1 + x2
の k 次合成積は

fk(x) =
kπk−1

x2 + k2

である．

合成積の定義に基づいて f2(x), f3(x), f4(x), . . . を求めることができる．しかし合成積

の定義通り計算すると例えば

f2(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− t)f(t)dt =

∫ ∞

−∞

dt

(1 + (x− t)2)(1 + t2)

=

∫ ∞

−∞

{
− 2

x(x2+4) t + 3
x2+4

1 + (x− t)2
+

− 2
x(x2+4) t + 1

x2+4

1 + t2

}
dt =

2π

x2 + 4

12



のように途中の積分計算が大変であり，同様にして f3(x), f4(x), . . . を計算するのは困難

である．この合成積の計算に定理 7を用いることにより，比較的容易に合成積の計算を行

うことができる．

はじめに，f(x) =
1

1 + x2
のフーリエ変換を求めよう．ここでも複素関数論が威力を発

揮する．

まず ξ > 0のとき，下図の Γを積分経路とする複素積分
∫
Γ

e−2πizξ

1 + z2
dz を考える．

図 1 積分路 Γ

関数
e−2πizξ

1 + z2
の積分経路 Γ内における極は z = −iであって留数は，

Res

(
e−2πizξ

1 + z2
: z = −i

)
= −e−2πξ

2i

で与えられる．留数定理より∫
Γ

e−2πizξ

1 + z2
dz = 2πi · Res

(
e−2πizξ

1 + z2
: z = −i

)
= −πe−2πξ

と計算できる．Γ上の積分は区間 [−R,R]と積分路 γR を用いて∫
Γ

e−2πizξ

1 + z2dz
=

∫ R

−R

e−2πixξ

1 + x2
dx +

∫
γR

e−2πizξ

1 + z2
dz

と分解される．γR 上の積分は，R → ∞ とすると 0 に収束する．まず三角不等式より

|1 + R2e2iθ| ≥ R2 − 1である．次に{
sin θ ≤ − 2

π θ + 2 (π ≤ θ ≤ 3
2π)

sin θ ≤ 2
π θ − 4 ( 3

2π < θ ≤ 2π)

13



が成り立つことに注意して z = Reiθ (θ : 2π → π)とパラメータ表示し，絶対値をとると∣∣∣∣∫
γR

e−2πiξz

1 + z2
dz

∣∣∣∣ ≤ R

∫ 2π

π

e2πξR sin θ

|1 + R2e2iθ|
dθ

≤ R

R2 − 1

{∫ 3
2π

π

e−4Rξθ+4πξRdθ +

∫ 2π

3
2π

e4Rξθ−8πξRdθ

}

=
R

R2 − 1

{
e4πξR

[
− 1

4ξR
e−4ξRθ

] 3
2π

π

+ e−8πξR

[
1

4ξR
e4ξRθ

]2π
3
2π

}

=
R

4ξR(R2 − 1)

{
e4πξR(−e−6πξR + e−4πξR) + e−8πξR(e8πξR − e6πξR)

}
=

1

2ξ(R2 − 1)
(1 − e−2πξR) → 0 (R → ∞)．

よって ξ > 0のとき，
∫ ∞

−∞

e−2πixξ

1 + x2
dx = πe−2πξ となる．

ξ < 0の場合は積分路を上半平面上の半径 Rの半円にとり，同じように複素積分を計算

すると，f̂(ξ) = πe2πξ を得る．ξ = 0の場合は積分
∫ ∞

−∞

1

1 + x2
dx = π であるから，任

意の ξ ∈ Rに対して f̂(ξ) = πe−2π|ξ| となる．

次に正則関数 ϕ(z) = ez − 1を考える．ϕ(z)は整関数であるので複素平面全体でべき級

数展開可能である．

ϕ(z) =
∞∑
k=1

zk

k!
(|z| < ∞) (8)

式 (8)に tf̂(ξ)を代入すると，

ϕ(tf̂(ξ)) =

∞∑
k=1

(tf̂(ξ))k

k!
=

∞∑
k=1

f̂k(ξ)

k!
tk．

よって，以上より

etπe
−2π|ξ|

− 1 =

∞∑
k=1

f̂k(ξ)

k!
tk (9)

が成立する．式 (9)の両辺を tで微分すると，

(πe−2π|ξ|)etπe
−2π|ξ|

=
∞∑
k=2

f̂k(ξ)

(k − 1)!
tk−1． (10)

式 (10)に t = 0を代入すると
f̂2(ξ) = πe−2π|ξ|

14



を得る．同様に式 (10)を k 階微分し，t = 0を代入することにより

f̂k(ξ) = πke−2πk|ξ|

を得る．これをフーリエ逆変換することにより，最初に挙げた式

fk(x) =
kπk−1

x2 + k2

を得る．

4 正則関数族 ℑのフーリエ変換

4.1 関数族 ℑ

この節では，フーリエ変換を計算する枠組みとして良い性質を持った関数族を考える．

ここではそのような関数族を複素関数論を利用して準備する．

定義 4 (関数族 ℑ). a > 0に対し，以下の二条件を満たす関数 f の族を ℑa と定める．

1. 関数 f は水平な帯状領域 Sa = {z ∈ C : |Im(z)| < a}上で正則である．
2. ある定数K > 0が存在して，すべての x ∈ R，|y| < aに対して

|f(x + iy)| ≤ K

1 + x2

が成立する．

また，ℑ =
∪

a>0 ℑa とおく．

定理 8. ある a > 0に対して f ∈ ℑa ならば，f の Rへの制限は L1 関数であって，任意

の 0 ≤ b < aに対して
|f̂(ξ)| ≤ Be−2πb|ξ|

が成り立つ．特に f̂ はまた L1 関数である．

[証明]. b = 0のときは

|f̂(ξ)| =

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x)e−2πiξxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞
|f(x)|dx ≤

∫ ∞

−∞

K

1 + x2
dx = Kπ

となり確かに成り立つ．0 < b < aのとき．ξ > 0と仮定し，g(z) = f(z)e−2πiξz とおい

て，図 2のような積分路を考える．
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図 2 積分路 (i),(ii),(iii),(iv)

R → ∞のとき，gの積分路 (ii)，(iv)上の積分は 0に収束することを示す．積分路 (iv)

を z = −R− it (t : b → 0)とパラメータ表示すると∣∣∣∣∣
∫
(iv)

g(z)dz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 0

b

g(−R− it)(−idt)

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

0

|g(−R− it)|dt

=

∫ b

0

|f(−R− it)e−2πiξ(−R−it)|dt =

∫ b

0

|f(−R− it)e−2πξt|dt (11)

|f(x + iy)| ≤ K

1 + x2
より，|f(−R− it)| ≤ K

1 + R2
≤ K

R2
なので，

(11) ≤
∫ b

0

K

R2
e−2πξtdt =

K

2πξR2
(1 − e−2πξb) → 0 (R → ∞)

よって積分路 (iv)上の積分は 0に収束する．積分路 (ii)についても同様．積分路 (i)上の

積分は実軸上の積分であるから，
∫ R

−R

f(x)e−2πiξxdxであり，R → ∞とすれば f̂(ξ)と

等しくなる．積分路 (iii)上の積分は z = x− ib (x : R → −R)とパラメータ表示すれば，∫
(iii)

g(z)dz =

∫ −R

R

g(x− ib)dx = −
∫ R

−R

f(x− ib)e−2πi(x−ib)ξdx

となる．コーシーの積分定理より，
∫
(i)+(ii)+(iii)+(iv)

g(z)dz = 0が成立し，R → ∞とす

ると，

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x− ib)e−2πi(x−ib)ξdx

16



が成立する．両辺の絶対値をとると，

|f̂(ξ)| =

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f(x− ib)e−2πi(x−ib)ξdx

∣∣∣∣
≤
∫ ∞

−∞

K

1 + x2
e−2πbξdx ≤ Be−2πbξ

ξ < 0に対しては下図の積分路を同様にとって考えれば良い．

図 3 ξ < 0の場合の積分路

4.2 関数族 ℑに対するフーリエ逆変換とポアソンの和公式

定理 9 (フーリエ逆変換). f ∈ ℑならば，すべての x ∈ Rに対して

f(x) =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πiξxdx

が成立する．

定理 2により，フーリエ逆変換公式が成り立つことは既にわかっているが，ここでは関

数論的手法によって証明する．

[証明]. ξ の符号が関わるので∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πiξxdx =

∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πiξxdx +

∫ ∞

0

f̂(ξ)e2πiξxdx

と変形しておく．2 番目の積分について考えよう．f ∈ ℑa であるとし，0 < b < a をと

る．定理 8の証明と同様の議論により，

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(u− ib)e−2πi(u−ib)ξdu
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が示される．実軸を −ibだけ平行移動した直線を L1 = {u− ib : u ∈ R}と書くと，∫ ∞

0

f̂(ξ)e2πiξxdξ =

∫ ∞

0

{∫ ∞

−∞
f(u− ib)e−2πi(u−ib)ξdu

}
e2πiξxdξ

=

∫ ∞

−∞
f(u− ib)

{∫ ∞

0

e−2πi(u−ib−x)ξdξ

}
du

=

∫ ∞

−∞
f(u− ib)

1

2πb + 2πi(u− x)
du

=
1

2πi

∫ ∞

−∞

f(u− ib)

u− ib− x
du

=
1

2πi

∫
L1

f(ξ)

ξ − x
dξ (12)

となることがわかる．ξ < 0のときの積分に関しては，実軸を ibだけ平行移動した直線を

L2 = {u + ib : u ∈ R}と書くと，同様の計算により∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πiξxdξ = − 1

2πi

∫
L2

f(ξ)

ξ − x
dξ (13)

を得る．

次に，x ∈ Rに対し，下図の積分路 γR を考える．

図 4 積分路 γR

コーシーの積分公式より

f(x) =
1

2πi

∫
γR

f(ξ)

ξ − x
dξ

18



であるが．垂直辺上の積分は R → ∞のとき 0に収束するので，以上より

f(x) =
1

2πi

∫
L1

f(ξ)

ξ − x
dξ − 1

2πi

∫
L2

f(ξ)

ξ − x
dξ

=

∫ ∞

0

f̂(ξ)e2πiξxdξ +

∫ 0

−∞
f̂(ξ)e2πiξxdξ (∵ (12), (13)より)

=

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e2πixξdξ

となり，証明が完了する．

定理 10 (ポアソンの和公式). f ∈ ℑならば∑
n∈Z

f(n) =
∑
n∈Z

f̂(n)

が成立する．両辺は絶対収束する級数である．

[証明]. f ∈ ℑa であるとし，0 < b < aをとる．このとき，関数
1

e2πiz − 1
は z = n ∈ Z

において留数
1

2πi
の 1位の極を持つ．したがって

f(z)

e2πiz − 1
は nにおいて 1位の極を持

ち，その留数は
f(n)

2πi
である．N ∈ Zに対して積分路 γN を図のようにとる．

図 5 積分路 γN

留数定理より，

2πi
∑

|n|≤N

f(n)

2πi
=

∫
γN

f(z)

e2πiz − 1
dz
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∴
∑
n∈Z

f(n) =

∫
L1

f(z)

e2πiz − 1
dz −

∫
L2

f(z)

e2πiz − 1
dz． (14)

ここで，|w| > 1のとき
1

w − 1
= w−1

∞∑
n=0

w−n

となることを用いると，L1 上 z = x− ibでは

|e2πiz| = |e2πi(x−ib)| = |e2πb| > 1

なので，
1

e2πiz − 1
= e−2πiz

∞∑
n=0

e−2πinz

が成立．|w| < 1ならば
1

w − 1
= −

∞∑
n=0

wn

となることを用いると，L2 上では |e2πiz| < 1であるため，

1

e2πiz − 1
= −

∞∑
n=0

e2πinz

となる．式 (14)にこの結果を代入すると

∑
n∈Z

f(n) =

∫
L1

f(z)

(
e−2πiz

∞∑
n=0

e−2πinz

)
dz +

∫
L2

f(z)

( ∞∑
n=0

e2πinz

)
dz

=

∞∑
n=0

∫
L1

f(z)e−2πi(n+1)zdz +

∞∑
n=0

∫
L2

f(z)e2πinzdz

=
∞∑

n=0

∫ ∞

−∞
f(x)e−2πi(n+1)xdx +

∞∑
n=0

∫ ∞

−∞
f(x)e2πinxdx

=
∞∑

n=0

f̂(n + 1) +
∞∑

n=0

f̂(n) =
∑
n∈Z

f̂(n)

がわかる．

5 ポアソンの和公式の応用

先ほど証明したポアソンの和公式を用いることにより，リーマン・ゼータ関数の偶数特

殊値やいくつかの無限和公式を導くことができる．
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5.1 リーマン・ゼータ関数の偶数特殊値

この節ではリーマン・ゼータ関数を定義してその正の偶数値における値について考える．

定義 5 (リーマン・ゼータ関数). s ∈ C (Re(s) > 1)に対し，

ζ(s) =
∞∑

n=0

1

ns

をリーマン・ゼータ関数という．

ゼータ関数は複素平面上全体での有理型関数である ([1, p. 172, 定理 2.4] 参照)．ポア

ソンの和公式を用いて ζ(2)，ζ(4)を求めてみよう．そのために次の定理を証明する．

定理 11. τ ∈ C− Zのとき，

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)2
=

π2

sin2(πτ)
， (15)

∑
n∈Z

1

(τ + n)3
=

π3 cos(πτ)

sin3(πτ)
， (16)

∑
n∈Z

1

(τ + n)4
=

π4(cos(2πτ) + 2)

3 sin4(πτ)
(17)

が成立する．

この定理を証明するために，補題を準備する．

補題 1. τ ∈ C (Im(τ) > 0)，k ≥ 2に対して

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)k
=

(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
m=1

mk−1e2πimτ (18)

が成立する．

[証明]. ξ > 0のとき f(x) =
1

(τ + x)k
のフーリエ変換は

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞

e−2πiξx

(τ + x)k
dx
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となる．この積分を求めるにあたり，下図の Γ を積分路とする複素積分
∫
Γ

e−2πiξz

(τ + z)k
dz

を考える．

図 6 積分路 Γ

関数
e−2πiξz

(τ + z)k
は z = −τ で k 位の極をもつ．留数は

Res

(
e−2πiξz

(τ + z)k
: z − τ

)
= lim

z→−τ

1

(k − 1)!

dk−1

dzk−1

(
e−2πiξz

(τ + z)k
(τ + z)k

)
=

(−2πiξ)k−1

(k − 1)!
e2πiξτ

である．留数定理を用いると∫
Γ

e−2πiξz

(τ + z)k
dz =

(−2πi)k−1

(k − 1)!
ξk−1e2πiξτ

と計算できる．ここで積分
∫
Γ

e−2πiξz

(τ + z)k
dz は積分路 γR を用いて

∫
Γ

e−2πiξz

(τ + z)k
dz =

∫ R

−R

e−2πiξx

(τ + x)k
dz +

∫
γR

e−2πiξz

(τ + z)k
dz

と書ける．積分路 γR 上の積分は R → ∞ とすると 0 に収束する．まず三角不等式より

|τ + Reiθ| ≤ (R− |τ |)k である．次に{
sin θ ≤ − 2

π θ + 2 (π ≤ θ ≤ 3
2π)

sin θ ≤ 2
π θ − 4 ( 3

2π < θ ≤ 2π)
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が成り立つことに注意して z = Reiθ (θ : 2π → π)とパラメータ表示し，評価していくと∣∣∣∣∫
γR

e−2πiξz

(τ + z)k
dz

∣∣∣∣ ≤ R

∫ 2π

π

e2πξR sin θ

|τ + Reiθ|k
dθ

≤ R

(R− |τ |)k

{∫ 3
2π

π

e−4Rξθ+4πξRdθ +

∫ 2π

3
2π

e4Rξθ−8πξRdθ

}

=
R

(R− |τ |)k

{
e4πξR

[
− 1

4ξR
e−4ξRθ

] 3
2π

π

+ e−8πξR

[
1

4ξR
e4ξRθ

]2π
3
2π

}

=
R

4ξR(R− |τ |)k
{
e4πξR(−e−6πξR + e−4πξR) + e−8πξR(e8πξR − e6πξR)

}
=

1

2ξ(R− |τ |)k
(1 − e−2πξR) → 0 (R → ∞)．

よって，ξ > 0のとき

f̂(ξ) =
(−2πi)k−1

(k − 1)!
ξk−1e2πiξτ．

次に，ξ < 0のとき，複素積分
∫
Γ

e−2πiξz

(τ + z)k
dz を考える．積分経路 Γ′ を図のようにとる．

図 7 積分路 Γ′

Γ′ の内部において関数
e−2πiξz

(τ + z)k
は正則であるから，コーシーの積分定理より

∫
Γ′

e−2πiξz

(τ + z)k
dz = 0
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が成立する．ξ > 0のときと同様に，積分路 γ′
R を用いて∫

Γ′

e−2πiξz

(τ + z)k
dz =

∫ R

−R

e−2πiξx

(τ + x)k
dz +

∫
γ′
R

e−2πiξz

(τ + z)k
dz

と書ける．積分路 γ′
R 上の積分は γR 上の積分と同様の議論をすることにより，∫

γ′
R

e−2πiξz

(τ + z)k
dz → 0 (R → ∞)．

よって ξ < 0のとき ∫ ∞

−∞

e−2πiξx

(τ + x)k
dx = 0

が成立する．また ξ = 0のとき，積分は∫ ∞

−∞

dx

(τ + x)k
=

[
− 1

(k − 1)
(τ + x)−(k−1)

]∞
−∞

= 0

となる．よって，f(x) =
1

(τ + x)k
のフーリエ変換は

f̂(ξ) =


(−2πi)k

(k − 1)!
ξk−1e2πiξτ (ξ > 0)

0 (0 ≥ ξ)

となり，ポアソンの和公式を適用すると

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)k
=

(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
m=1

mk−1e2πimτ

を得る．

定理 11の証明. |z| < 1ならば，

∞∑
n=1

zn =
z

1 − z

が成立する．両辺を z で微分し，z を掛けると，

∞∑
n=1

nzn =
z

(1 − z)2
． (19)
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同様に式 (19)の両辺を z に関して微分し，z を掛けると

∞∑
n=1

n2zn =
z(z + 1)

(1 − z)3
， (20)

∞∑
n=1

n3zn =
z(z2 + 4z + 1)

(1 − z)4
(21)

を得る．補題 1の式 (18)に k = 2を代入すると

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)2
= −4π2

∞∑
m=1

m(e2πiτ )m

を得る．右辺に対して式 (19)を適用すると

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)2
= −4π2

∞∑
m=1

m(e2πiτ )m

= −4π2 e2πiτ

(1 − e2πiτ )2

= −4π2 1

(eπiτ − e−πiτ )2
=

π2

sin2(πτ)

を得る．同様に k = 3，k = 4の場合も

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)3
=

(−2πi)3

2!
π2

∞∑
m=1

m2(e2πiτ )m

=
8π3i

2

e2πiτ (e2πiτ + 1)

(1 − e2πiτ )3

= 4π3i
eπiτ + e−πiτ

(e−πiτ − eπiτ )3
=

π3 cos(πτ)

sin3(πτ)
，

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)4
=

(−2πi)4

3!
π2

∞∑
m=1

m3(e2πiτ )m

=
8π4

3

e2πiτ ((e2πiτ )2 + 4e2πiτ + 1)

(1 − e2πiτ )4

=
8π4

3

e2πiτ + 4 + e−2πiτ

(eπiτ − e−πiτ )4
=

π4(cos 2πτ + 2)

3 sin4 πτ
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となり，Im(τ) > 0のとき定理 11が成り立つ．次に定理 11が τ ∈ C − Z上で成立する
ことを示す．式 (15)

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)2
=

π2

sin2(πτ)

は両辺 τ = n ∈ Zにおいて 2位の極を持ち，C−Z上正則である有理型関数である．一致
の定理より，式 (15)は下半平面に解析接続され、τ ∈ C− Zに対して成立する．式 (16)，

(17)も同様．　

定理 11を用いて ζ(2)，ζ(4)の特殊値を求めよう．式 (15)に対し，式変形すると，

∑
n∈Z−{0}

1

(τ + n)2
=

π2

sinπτ2
− 1

τ2
→ π2

3
(τ → 0)

を得る．また， ∑
n∈Z−{0}

1

(τ + n)k
= 2

∞∑
n=1

1

(τ + n)k
(k :偶数) (22)

が成立するので，

ζ(2) =
∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6

を得る．ζ(4)も同様に

∑
n∈Z−{0}

1

(τ + n)4
=

π4(cos(2πτ) + 2)

3 sin4(πτ)
− 1

τ4
→ π4

45
(τ → 0)

であるので，ζ(4)の特殊値は

ζ(4) =
∞∑

n=1

1

n4
=

π4

90
．

5.2 その他の無限和公式

ポアソンの和公式を用いて定理 11を証明し，ζ(2)，ζ(4)の特殊値を求めることができ

た．この方法でゼータ関数の他の偶数特殊値を求めることができる．しかし，ゼータ関数

の奇数特殊値は式 (22) が成立しないので求めることができない．ここでは定理 11 の式

(16)を用いていくつかの無限和公式を導くことができることを紹介する．
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定理 12.
∞∑

n=0

1

(3n + 1)3
−

∞∑
n=0

1

(3n + 2)3
=

4
√

3

243
π3 =

4
√

3

35
π3 (23)

∞∑
n=0

1

(4n + 1)3
−

∞∑
n=0

1

(4n + 3)3
=

π3

32
=

π3

25
(24)

[証明]. 式 (23)を示す．式 (16)に τ =
1

3
を代入すると

∑
n∈Z

1

( 1
3 + n)3

=
π3 cos(π

3 )

sin3(π
3 )

式を整理すると， ∑
n∈Z

1

(3n + 1)3
=

4
√

3

243
π3 =

4
√

3

35
π3．

nが負のとき，
−∞∑

n=−1

1

(3n + 1)3
= −

∞∑
n=0

1

(3n + 2)3

が成立するので，

∞∑
n=0

1

(3n + 1)3
−

∞∑
n=0

1

(3n + 2)3
=

4
√

3

243
π3 =

4
√

3

35
π3

を得る．式 (24)に関しては式 (16)に τ =
1

4
を代入すると

∑
n∈Z

1

(4n + 1)3
=

π3

32
=

π3

25

となり，nが負のとき，

−∞∑
n=−1

1

(4n + 1)3
= −

∞∑
n=0

1

(4n + 3)3

が成立するので
∞∑

n=0

1

(4n + 1)3
−

∞∑
n=0

1

(4n + 3)3
=

π3

32
=

π3

25

を得る．
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6 まとめ

本論文で得られた計算結果を箇条書きの形でまとめておく．

1. 　 f(x) =
1

1 + x2
の k 次合成積は

fk(x) =
kπk−1

x2 + k2

と計算することができた．一見，合成積の計算に正則関数は無縁のように見える

が，定理 7を用いることによりフーリエ変換と整関数が合成績の計算に有用である

ことがわかった．

2. ポアソンの和公式を用いて

∞∑
n=−∞

1

(τ + n)2
=

π2

sin2(πτ)

∑
n∈Z

1

(τ + n)4
=

π4(cos(2πτ) + 2)

3 sin4(πτ)

を求め，これらの等式を用いてゼータ関数の偶数特殊値

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90

を導くことができた．ζ(6), ζ(8), . . . などの他の偶数特殊値も同様に求めることが

できる。

3. いくつかの無限和公式

∞∑
n=0

1

(3n + 1)3
−

∞∑
n=0

1

(3n + 2)3
=

4
√

3

243
π3 =

4
√

3

35
π3

∞∑
n=0

1

(4n + 1)3
−

∞∑
n=0

1

(4n + 3)3
=

π3

32
=

π3

25

を以下の等式 ∑
n∈Z

1

(τ + n)3
=

π3 cos(πτ)

sin3(πτ)

に τ = 1
3 ,

1
4 を代入し，求めることができた．ζ(3)の特殊値は現在わかっていない

が，ζ(3)の特殊値を求める際にこのような考え方が役にたてば嬉しい．
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本論文を通し，フーリエ変換と正則関数の関係について考えてきて，当初は Lの振る舞
いを正則関数を用いて理解することを目的としていたが，十分な結果を得ることができな

かった．そこで Lの複雑さ，難しさというものを実感した．一般の L1 関数のフーリエ変

換に対してフーリエ逆変換やポアソンの和公式を適用するにはいくつかの条件が必要で扱

いにくい．そこでよい性質をもつ正則関数の関数族 ℑを考えると，複素解析的な手法が使
えるようになり，フーリエ逆変換公式やポアソン和式の証明が比較的容易にでき，f ∈ ℑ
ならば公式が適用できるのでとても扱いやすい．このことから複素関数論の他分野への有

用性がよくわかった．今後はもっとフーリエ変換の基礎知識を固め，Lの振る舞い，他の
関数族に対するフーリエ変換について勉強していきたい．

最後に，1年間ご指導してくださった西山先生，一緒に頑張った研究室の仲間に深く感

謝を申し上げる．
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