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まえがき 
 
４年生になってから、前期の輪講のテキスト（参[2]）では、主に群論を扱っ

ていた。その中でも図形の対称群という章が自分の中では最も興味深いもので、

それに関係あるテーマを卒業研究の題材にしようと思い、この研究を行った。

双曲平面での図形を研究対象に選んだ理由は、一見正三角形とは思えないよう

な形の図形でも実はすべての辺の長さが等しく、また対称性も変わらず持って

いるという性質が面白かったからである。 
双曲平面を研究するにあたって、まず（参[1]）に従って一次分数変換から学

んでいった。一次分数変換とは、一次変換を分母・分子それぞれに持つ形の変

換（有理変換）で、そのままでは複素平面上の写像として定義できない。その

ためリーマン球面という複素平面と無限遠点を表す ∞ をあわせた集合を考える

必要があった。これを用いて ∞ が写る点と ∞ へ写る点を定義することで、よう

やく一次分数変換を写像として定義する事ができる。 
双曲平面のモデルの一つとして、今回の研究では上半平面を取り扱った。上

半平面とは、虚部が正である複素平面上の点の集合で、ここに通常とは異なる

長さを与えることで、ユークリッド平面とは異なる正三角形を考えることがで

きる。この長さを双曲距離と呼ぶが、この双曲距離に関する上半平面上の直線

は、２点を通る半円の弧となり、２点間の距離は角度のみで計算できる。 
また上半平面では一次分数変換と虚軸に関する反転が等長写像となるため、

これを用いて正三角形を作る事を試みた。まず頂点の一つを虚軸上に取り、そ

こから虚軸に関して対称な位置にある２点をとれば、二等辺三角形ができる。

残りの一辺が同じ長さになるような２点の取り方をすれば、それは双曲正三角

形となるはずだと考えた（計算の結果は論文中を参照）。そこで等長写像による

回転の存在を確かめ、一次分数変換の性質から一般的な回転対称性を求める事

も行った。 
鏡映についても、虚軸に関する反転以外のものを考えた。回転によって鏡映

を動かすとその軸はどこに写るのかを確かめ、それが確かに鏡映の軸になって

いる事を確認することで、双曲正三角形の対称性が三次の二面体群 ܦଷ と同型

であることを確かめた。 
 今回は確認をしていないが、他の双曲正多角形の対称性も二面体群と同型で

あるはずで、この研究結果を使えばそれを確認することはそう難しくないはず

だ。 
2012/2/22 
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1. 一次分数変換とリーマン球面 
 

1.1 一次分数変換とリーマン球面 

複素数 ܽ, ܾ, ܿ, ݀ に対して、 
 

߮ሺݖሻ ൌ  
ݖܽ ൅ ܾ
ݖܿ ൅ ݀

                      ሺݖ א ℂሻ 

 

 

とおく。上のような形をした複素平面上の変換を、一次分数変換という。ただ

し ܽ݀ െ ܾܿ ് 0 を仮定する。一次分数変換は複素数を複素数に移すが、分母が０

の場合があるため、写像として定義できない点がある。そのため、リーマン球

面を考えることが必要になる。 
複素数全体と ∞ を元とする集合を考える。このとき ∞ は無限遠点を意味して

いるが、ここではただの記号の一つとして考える。この集合をリーマン球面と

呼ぶ（複素射影直線と呼ぶこともある）。つまり 

ℙ
ଵ
ሺℂሻ ൌ ℂ ׫ ሼ∞ሽ 

である。これを幾何学的に表すとその名の通り球面になるのだが、これを以下

説明しよう。 
３次元空間内の原点を中心とした単位球面 S²を考える。北極点 N(0,0,1)と球

面上の N 以外の点 P を結ぶ直線はݕݔ平面とただ１点で交わる。この点をΠ(P)
で表すと、S² から N を除いた点の集合 S²╲{N} を角度を保ったままݕݔ平面

上に写すことができる。これを立体射影という。 
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図 1.1 射影直線の図 

 
立体射影を座標を用いて表わしてみよう。 

ܱܰሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺ0,0,1ሻ ሬ݊ൌ Ԧ 

ܱܲሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺߙ, ,ߚ ሻߛ ൌ  Ԧ݌

 

 

とおいて、直線 NP 上の点をパラメータ表示すると、 

 

ℓ:  ݒԦ ൌ ݏ ሬ݊Ԧ ൅ ݏԦ               ሺ݌ݐ ൅ ݐ ൌ 1ሻ 
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となる。従ってその成分表示は 

Ԧݒ ൌ ݏ ሬ݊Ԧ ൅ Ԧ݌ݐ ൌ ሺߙݐ, ,ߚݐ ݏ ൅  ሻߛݐ
 

 

である。ݕݔ平面上の点（ݔ, ݔ を通常のように複素数（ݕ ൅ 、と同一視して ݕ݅

ℝ
ଷ
内のݕݔ平面を複素平面と思うことにする。すると、ℓ とݕݔ平面の交点では z

座標は０、だから ݏ ൅ ݐ ൌ 1とݏ 0を連立して ൅ ߛݐ ൌ

1 ߛ ݏ ൌ ቀ0ቀ1 1ቁ ቀݐቁ 1ቁ, 

׵    ቀ ቁ ൌ
1

 

         ݏ
ݐ 1 െ ߛ

ቀെ1

ݐ ൌ
1

1 െ ߛ

 ቁߛ

,   s ൌ
െߛ
1 െ ߛ

 

がわかる。従って 

Ԧݒ ൌ
െߛ
1 െ ߛ

ሬ݊Ԧ ൅
1

1 െ ߛ
Ԧ݌ ൌ ሺ

ߙ
1 െ ߛ

,
ߚ

1 െ ߛ
, 0ሻ 

となるから、複素数として表わすと、 

Πሺܲሻ ൌ
ߙ

1 െ ߛ
൅ ݅

ߚ
1 െ ߛ

ൌ ݔ ൅  ݕ݅

である。 Π の逆写像を Π
ିଵ
 で表すと、 

Π
ିଵ
ሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൌ ܲ 

となるが、これも座標を用いて表してみよう。まず ሺߙ, ,ߚ ሻߛ א sଶ より 
ଶߙ ൅ ଶߚ ൅ ଶߛ ൌ 1 

ݔ ൌ
ߙ

また上の関係式 

1 െ ߛ
ݕ   , ൌ

ߚ
1 െ ߛ

 
を用いて 

ଶߙ ൅ ଶߚ ൅ ଶߛ ൌ ଶሺ1ݔ െ ߛ ଶ ൅ ଶሺ1ݕ െ ሻଶߛ ൅ ଶߛ ൌ 1, 
ሺݔଶ ൅ ଶሻሺ1ݕ െ ߛ2 ൅ ଶሻߛ ൅ ଶߛ െ 1 ൌ 0, 

ଶݔଶሺߛ ൅ ଶݕ ൅ 1ሻ െ ଶݔሺߛ2 ൅ ଶሻݕ ൅ ଶݔ ൅ ଶݕ െ 1 ൌ 0 

ሻ

 
である。二次方程式を解くと、 
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ߛ ൌ
ଶݔ ൅ ଶݕ േ ඥሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ െ ሺݔଶ ൅ ଶሻଶݕ ൅ 1

ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ 1
 

                             ൌ
ଶݔ ൅ ଶݕ േ 1
ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ 1

 

ߛ ൌ
ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ 1
ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ 1

ൌ 1 

このとき 

のときは ߙ ൌ ߚ ൌ 0 で、この点は N そのものを表している。従って P に対応

する、ߛ  は次のようになる。 

ߛ ൌ
ଶݔ ൅ ଶݕ െ 1
ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ 1

 

また、これを代入して P の座標を調べると、 

ߙ ൌ ሺ1ݔ െ ሻߛ ൌ
ݔ2

ଶݔ ଶ ൅ 1
, ߚ ൌ ሺ1 െ ሻߛ ൌ

ݕ2
 

൅ ݕ
ݕ

ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ 1
 

ܲ ൌ ሺߙ, ,ߚ ሻߛ ൌ ቆ
ݔ2

ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ 1
,

ݕ2
ଶ ൅ ଶݕ ൅ݔ 1

,
ଶݔ ൅ ଶݕ െ 1
ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ 1

  ቇ 

となる。このとき、複素平面上の点 ݔ ൅ ݔ| において ݕ݅ ൅ ଶ|ݕ݅ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ ՜ ∞ と

すると、 ሺߙ, ,ߚ ሻߛ ൌ ሺ0,0,1ሻ ൌ N となり、Π
ିଵ
ሺݔ ൅ ሻݕ݅ ՜ N となることがわかる。

そのため N は複素平面上の無限遠に対応する点と思うことができる。そこで、

ΠሺNሻ ൌ ∞ と置くことによって、 S² からリーマン球面 ℙ
ଵ
൫ℂ൯ ൌ ℂ ׫ ሼ∞ሽ への

写像が得られ、これは等角的である。一次変換 ߮ሺݖሻ は ݖ ൌ െௗ
௖
 では定義されて

いなかったが、 
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൞
ܿ ് 0 のとき ߮ ൬

െ݀
ܿ
൰ ൌ ∞,   ߮ሺ∞ሻ ൌ

ܽ
ܿ

ܿ ൌ 0 のとき ߮ሺ∞ሻ ൌ ∞                     
 



 

と置くことで、写像  ߮: ℙ
ଵ
൫ℂ൯ ՜ ℙ

ଵ
൫ℂ൯  へと拡張することができる。 

 

1.2 一次分数変換の性質 

 
２つの一次分数 換変  

ܽ ݖ ൅ ܾଵ     ,   ߮ଶሺݖሻ ൌ
ܽଶݖ ൅ ܾଶ
ܿଶݖ ൅ ݀ଶ

 ߮ଵሺݖሻ ൌ
ଵ

ܿ ଵݖ ൅ ݀ଵ
の合成  ߮ଵ ל ߮ଶሺݖሻ ൌ ߮ଵ൫߮ ሺݖ  ଶ ሻ൯  を考える。

    ߮ଵ൫߮ଶሺݖሻ൯ ൌ
ܽଵ
ܽଶݖ ൅ ܾଶ
ܿଶݖ ൅ ݀ଶ

൅ ܾଵ
ଵܿݖ

ܽଶ ൅ ܾଶ
ܿଶݖ ൅ ݀ଶ

൅ ݀ଵ
 

ൌ
ܽଵ ܽ ܾଶ ൅ ܾଵሺܿ ݖ ൅ ݀ଶሻ
ܿଵሺܽଶ ൅ ܾଶሻ ൅ ݀ଵሺܿଶݖ ൅ ݀ଶሻ
ሺ ଶݖ ൅ ሻ ଶ

ݖ
 

                             ൌ
ሺܽଵܽଶ ൅ ܾଵܿଶሻݖ ൅ ሺܽଵܾଶ ൅ ܾଵ݀ଶሻ
ሺܿଵܽଶ ൅ ݀ଵܿଶሻݖ ൅ ሺܿଵܾଶ ൅ ݀ଵ݀ଶሻ

                ··· ሺ1.2ሻ 

この式を見ると、これはまた一次分数変換になる と わかる。式(1.2)の各係

数は 2×2 行列の一般 形 ₂(ℂ
こ が

線 群 GL )の２つの元 

ଵܣ ൌ ൬ܽଵ ܾଵ
ܿ ݀ ൰,   ܣଶ ൌ ൬ܽଶ ܾଶ

ଶ
൰ 

ଵ ଵ ܿ ݀ଶ

ଶܣଵܣ ൌ ൬ܽଵܽଶ ൅ ܾଵܿଶ ܽଵܾଶ ൅ ܾଵ݀ଶ
ܿଵܽଶ ൅ ݀ଵܿଶ ܿଵܾଶ ൅ ݀ଵ݀ଶ

൰

の積 A₁A₂ の成分と一致する。実際、行列の積を計算すると 

 

となって(1.2)の係数と等しいことがわかる。 、߮  の逆写像 ߮ିଵሺݖሻ 
を求める。A の逆行列ିܣଵ

これを利用し

は 

ଵିܣ ൌ
1

ܽ݀ െ ܾܿ
ቀ ݀ െܾ
െܿ ܽ ቁ 

である。ܽ݀ െ ܾܿ ് 0としているので、逆行列が存在することに注意する。

行列式 ܽ݀ െ ܾܿ  は、一次分数変換の形にするときに分母・分子で約分され、変

換そのものには影響しない。よって 

߮ିଵሺݖሻ ൌ  
ݖ݀ െ ܾ
െܿݖ ൅ ܽ

 
となる。写像の合成は一般的な性質として結合性を持つので、逆写像を逆元と
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すれば一次分数変換全体は写像の合成を積として群をなす。この群をFと置く。 
このようにして、２つの群 GL₂(ℂ) と F の間に全射準同型が決まることがわか

る。 

߰: GLଶ൫ℂ൯ ժ  ܨ

A ൌ ቀܽ ܾ
ܿ ݀ቁ ՜ ߰ ݖ

ݖܽ ൅ ܾ
݀

ሺܣሻሺ ሻ ൌ
ݖܿ ൅

 

また、GL₂ሺℂሻ ـ SL₂ሺℂሻ なので、準 SL₂ሺℂሻ ժ が存在するが、これもま ܨ

た全射である。それを確かめ

同型 ߰:
よう。 

ܣ ൌ ቀܽ ܾ
ܿ ݀ቁ א GLଶሺℂሻ 

ݏ ؔ √ܽ݀ െ ܾܿ 

に対して 

ܽᇱ ൌ
ܽ
ݏ
 , ܾᇱ ൌ

ܾ
 , ܿᇱ ൌ

ܿ
  , ݀ᇱ ൌ

݀
ݏ
 

とおき、 

ݏ ݏ

ܽᇱ ᇱ െ ᇱܿᇱ ൌ 1 ݀ ܾ

ᇱܣ ൌ ቀܽ’  ܾ’ 
݀’ቁ א  ଶ൫ℂ൯ܮܵ

を考えると、 

であって 

ܿ’
、

஺
ᇱ ൌ

ܽᇱݖ ൅ ܾᇱ

ܿᇱݖ ൅ ݀ᇱ
ൌ
ݖܽ ൅ ܾ
ݖܿ ൅ ݀

ൌ ߮஺ሺݖሻ 

がわかる。このとき  

߮ ሺݖሻ

だから写像として ߮஺ ൌ ߮஺ᇲ が成り立つ。従って 

SLଶ൫ℂ൯ ժ   ܨ
は全射である。 
この関係を使えば、一次分数変換を常に ܽ݀ െ ܾܿ ൌ 1 を仮定したうえで計算

することもできる。 
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2.上半平面（双曲平面） 

 

2.1 上半平面における直線と長さ 

 
 通常のユークリッド平面における曲線  ℓ  のパラメータ表示を  ℓሺݐሻ ൌ
൫ݔሺݐሻ, ሻ൯    ሺܽݐሺݕ ൑ ݐ ൑ ܾሻ とすると、ℓ の長さ Leg൫ℓ൯  は次のような積分で求め

る事 きがで る。 

Leg൫ℓ൯ ൌ  න อ
dℓ
dt
อ

௕

௔
dt            ただし      อ

dℓ
dt
อ ൌ ඥሺ݀ݐ݀/ݔሻଶ ൅ ሺ݀ݐ݀/ݕሻଶ 

またユークリッド平面上の 2 点 = ) , Q = (q の間の距離は  P  (p₁,p₂ ₁,q₂) 

d(P,Q) = ටሺpଵ െ qଵሻ²൅ ሺpଶ െ qଶሻ² 
で定義される。このとき２点間の距離は、以下のように２点を結ぶ曲線の下限

であらわせることに注意しよう。 

d(P,Q) = inf ቄ Leg൫ℓ൯|ℓ: ሾܽ, ܾሿ ՜ ℝ
ଷ
, ℓሺܽሻ ൌ P, ℓሺܾሻ ൌ Q ቅ 

では非ユークリッド空間で直線の長さはどう定義すればよいのか考えてみよう。 
複素平面において、虚部が正であるような複素数全体の事を上半平面といい、

H で表す。式で書くと以下のようになる。 

H＝ሼݔ ൅ ݕ|ݕ݅ ൐ 0ሽ 
 

 
上半平面は双曲計量を考えることによって双曲平面の一つと考えられ、H 上

の曲線には通常のユークリッド平面とは異なる長さを与えることができる。こ

こでは H 上の曲線 ℓ ൌ ൫ݔሺݐሻ, ሻ൯     ሺܽݐሺݕ ൑ ݐ ൑ ܾሻ の長さ Leg൫ℓ൯ を、次のような

積分で定義しよう。 

Leg൫ℓ൯ ൌ න
1
ݕ
อ
݀ℓ
ݐ݀
อ

௕

௔
 ݐ݀
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                                           ൌ න
1
ݕ

௕

௔
ඥሺݔᇱሺݐሻሻଶ ൅ ሺݕᇱሺݐሻሻଶ݀ݐ 

ℓሺݐሻ ൌ ሻݐሺݔ ൅ ሻ はݐሺݕ݅ H 上の点なので、ݕሺݐሻ は常に正である。従って、曲線の

長さは常に正である。この分母があるため、H での曲線の長さは y 座標が１以

下ならユークリッドの距離と比べて長く、１以上なら短くなる。P , Q א H と
し、２点間の距離 d (P , Q)は、通常のユークリッド空間とは異なり、P と Q を

結ぶ曲線ℓの双曲的な (  長さ Leg ℓ)の下限で定義する。

d(P,Q) = inf൛ Leg൫ℓ൯|ℓ: ሾܽ, ܾሿ ՜ ,ܪ ℓሺܽሻ ൌ P, ℓሺܾሻ ൌ Q ൟ 
これを双曲距離とよぶ。以下双曲距離しか触れないので、ユークリッドの距離

と同じ記号を使うことにする。双曲平面 H における直線は、２点間を結ぶ最短

の曲線であるが、２点の ݔ 座標が異なる場合は中心を実軸上に持つ、その２点

を通る半円であり、また同じ ݔ 座標の場合は実軸と垂直な半直線の形をしてい

る。（参考文献 双曲幾何 図 2.10（p.68）参照） 
半円の場合の距離の計算を、座標を極表示にして行ってみよう。中心が  c, 

半径が ݎ の半円上の２点の距離を考える。そこで半円上の点をパラメータ ߠ を
用いて次のように表す。 

ℓ ൌ ݔ ൅ ݕ݅ ൌ ݎ cos ߠ ൅ܿ ൅ ݎ݅ sin ߠ             ሺߠଵ ൑ ߠ ൑  ଶሻߠ

をパラメータにとったߠ での 、 

อ
݀ℓ
ߠ݀
อ ൌ ඥሺ݀ߠ݀/ݔሻଶ ൅ ሺ݀ߠ݀/ݕሻଶ 

൞

ݔ݀
ߠ݀

ൌ
݀
ߠ݀

ሺݎ cos ߠ ൅ܿሻ ൌ െݎ sin ߠ

ݕ݀
ߠ݀

ൌ
݀
ߠ݀

ሺݎ sin ሻߠ ൌ cosݎ ߠ   

 

であるが、 

Leg൫ℓ൯ ൌ න
1
ݕ
อ
݀ℓ
ݐ

だから、 

݀
อ

௕
 ݐ݀ ൌ  න

1
௔ݕ
อ
݀ℓ
ߠ݀
อ

ఏమ
 ߠ݀
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ఏభ

                                             ൌ න
1

ߠsinݎ

ఏమ

ఏభ
ඥሺെݎsinߠሻଶ ൅ ሺݎcosߠሻଶ݀ߠ 



                                             ൌ න
1

sinߠ

ఏమ

ఏభ
 ߠ݀

この式から距離が中心の位置や半径の大きさに関係なく円周上の点の角度の変

化のみで決まる事がわかる。 
 
 

2.2 一次分数変換と双曲距離 

 
ここまでは一次分数 以 数を 分とする一次分数変換 変換は ℂ で考えてきたが、 下実 成

߮
ݖܽ ൅ ܾ
൅ ݀

ሺݖሻ ൌ              ൫ܽ, ܾ, ܿ, ݀ א ℝ൯ 
ݖܿ

で上半平面上の点  ݔ ൅ ݕ݅ א が  ܪ

  ߮ሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൌ  
ܽሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൅ ܾ
ܿሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൅ ݀

 

                     
൅ ܽ

どこに移るかを考える。 

 ൌ
ሺܽݔ ݅ ݕ ൅ ܾሻሺܿݔ െ ݕܿ݅ ൅ ݀ሻ

ܿଶݔଶ ൅ ݀ଶ
 

 ൌ
ଶݔܿܽ ൅ ሺܽ݀ ൅ ܾܿሻݔ ൅ ܾ݀ ൅ ଶݕܿܽ ൅ ሺܽ݀ݕ݅ െ ܾܿሻ

ܿଶݔଶ ൅ ݀ଶ
 

虚部に注目すると、 

Im ߮ሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൌ
ሺܽ݀ݕ െ ܾܿሻ
ܿଶݔଶ ൅ ݀ଶ

 
׵     ܽ݀ െ ܾܿ ൒  ߮ሺݔ ൅ ሻݕ݅ א 0 ܪ ֜ Im

従って ܽ݀ െ ܾܿ  が正の実数ならば ߮(ݖ) א H となる。よって  ߮(ݖ) が H から

H への写像となるための条件は以下の通り。 

߮ሺݖሻ ൌ  
ݖܽ ൅ ܾ
ݖܿ ൅ ݀

             ൫ܽ, ܾ, ܿ, ݀ א ℝ,    ܽ݀ െ ܾܿ ൒ 0൯              ··· ሺ2.1ሻ 

 

 
定

߮ は任意の２点 P , Q א 
理 2.1.  (2.1)式で定義された一次分数変換 ߮ は H 上の等長変換である。 

H に対して、 

dሺP, Qሻ ൌ dሺ߮ሺPሻ, ߮ሺQሻሻ 
 

 

が成り立つ。 
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[証明] まず ߮ሺݖሻ の ݖ ൌ ݔ ൅ におけるヤコビ行列を計算する。このとき ݕ݅

ܽ݀ െ ܾܿ ൌ 1 としても一般性を失わない。 ሻ ൌ ݑ ൅ ,ݑ൫       ݒ݅ ݒ א ℝ൯  とおいて、 ߮ሺݖ

ሺ߮ܦሻ௭ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ
ݑ߲
ݔ߲

ݑ߲
ݕ߲

ݒ߲
ݔ߲

ݒ߲
یݕ߲

ۋ
ۊ
   ሺ2.2ሻ 

 
である。コーシー・リーマン 関係 よの 式 り 

ݑ߲
ݔ߲

ൌ
ݒ߲
ݕ߲
,   
ݑ߲
ݕ߲

ൌ െ
ݒ߲
ݔ߲

 

 

 
が成り立つので、(2.2)式は、 

ሺ߮ܦሻ௭ ൌ ൮

ݑ߲
ݔ߲

െ
ݒ߲
ݔ߲

ݒ߲
ݔ߲

ݑ߲
ݔ߲

൲ 

 

 
となる。ここで、 

ݑ߲
                      

ݔ߲
ൌ

߲
ݔ߲

Re
ሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൅ ܾ
ܿሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൅ ݀
ܽ

 

߲
                            ൌ

ݔ߲
Re

ሺܿሺݔ ൅ ݅ ݔ
ሺܿሺ ൅ ሻݕ݅ ൅ ݀ሻ

 
ܽ ሻݕ ൅ ݀ሻ െ ܿሺܽሺ ൅ ሻݕ݅ ൅ ܾሻ

ݔ ଶ  

ൌ Re 
1

ሺܿݖ ൅ ݀ሻଶ
                             ൌ Re 

ܽ݀ െ ܾܿ
ሺܿሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൅ ݀ሻଶ

 
ݒ߲

                     
ݔ߲

ൌ
߲
ݔ߲

Im
ሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൅ ܾ
ሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൅ ݀
ܽ
ܿ

 

߲
                           ൌ

ݔ߲
Im 

ሺܿሺݔ ൅ ݅ ݔ
ሺܿሺ ൅ ሻݕ݅ ൅ ݀ሻଶ

ܽ ሻݕ ൅ ݀ሻ െ ܿሺܽሺ ൅ ሻݕ݅ ൅ ܾሻ
ݔ

 

                           ൌ Im 
ܽ݀ െ ܾܿ

ሺܿሺݔ ൅ ሻݕ݅ ൅ ݀ሻଶ
ൌ Im 

1
ሺܿݖ ൅ ݀ሻଶ
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ℓ の長さ Leg(ℓ) と ߮൫ℓ൯ の長さ Leg(߮൫ℓ൯) が等しいことを以下示そう。そこで 
ℓ のパラメータ付けを ݖሺݐሻ ൌ ሻݐሺݔ ൅ ሻ とすると、߮൫ℓ൯  のパラメータ表示はݐሺݕ݅

ሻݐሺݑ ൅  ሻ で表される。ヤコビ行列を用いると、合成関数の微分公式はݐሺݒ݅

ሺ߮ܦሻ௭ ൌ

ۉ

ۇ
Re 

1
ሺܿݖ ൅ ݀ሻଶ

െIm 
1

ሺܿݖ ൅ ݀ሻଶ

Im
1

ݖܿ ൅ ݀ሻଶ

 

ی

 ۊ
R

1
ሺܿݖ ൅ ݀ሻଶ

  ሺ e 

൮

ݑ݀
ݐ݀
ݒ݀
ݐ݀

൲ ൌ ሺ߮ܦሻ௭ ൮

ݔ݀
ݐ݀
ݕ݀
ݐ݀

൲ 

となる。従って、 

                ൬
ݑ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅ ൬
ݒ݀
ݐ݀
൰
ଶ

ൌ ൬݀ݑ
ݐ݀

ݒ݀
ݐ݀
൰൮

ݑ݀
ݐ݀
ݒ݀
ݐ݀

൲ 

                                              ൌ ൬݀ݔ
ݐ݀

ݕ݀
ݐ݀
൰ ሺ߮ܦሻ୸௔
௧ ሺ߮ܦሻ୸ ൮

ݔ݀
ݐ݀
ݕ݀
ݐ݀

൲             ··· ሺ2.3ሻ 

 
であるが、ヤコビ行列の積は 

ሺ߮ܦሻ୸௔
௧ ሺ߮ܦሻ୸ ൌ ቆ൬R

1
ݖܿ|

 

e 
൅ ݀|ଶ

൰ ൅
ଶ

൬Im 
1

ݖܿ| ൅ ݀|ଶ
൰
ଶ

ቇ ቀ1 0
0 1ቁ 

                                     ൌ
1

ݖܿ| ൅ ݀|ସ
ቀ1 0
0 1ቁ 

 
である。ゆえに式(2.3)は 

൬
ݑ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅ ൬
ݒ݀
ݐ݀
൰
ଶ

ൌ
1

ݖܿ| ൅ ݀|ସ
ቆ൬
ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

ቇ 
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と計算できる。また ߮ሺݖሻ の虚部  は  ݒ

ݒ ൌ Im 
ݖܽ ൅ ܾ
ݖܿ ൅ ݀

ൌ
ܽ݀ െ ܾܿ
ݖܿ| ൅ ݀|ଶ

ݕ ൌ
ݕ

ݖܿ| ൅ ݀|ଶ
 

 

 
だから双曲平 における曲線の さの

        Leg ቀ߮൫ℓ൯ቁ ൌ න
1

面 長 定義式より 

อ
݀߮൫ℓ൯

ݒ ݐ݀
อ

௔

௕
 ݐ݀

              ൌ න
ݖܿ| ൅ ݀|ଶ

ݕ

௔
ඨ

1
ݖܿ| ൅ ݀|ସ௕

ቆ൬
ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

ቇ  ݐ݀

                               ൌ න
1
ݕ
อ
݀ℓ
ݐ݀
อ

௔

௕
ݐ݀ ൌ Leg൫ℓ൯ 

 
曲線の長さが ߮  によって保たれるから、もちろん距離も変わらない。従って ߮ 
は等長変換である。 ז 
 
また、次のような写像も H における等長変換である。 

߮଴ሺݖሻ ൌ െݖҧ 
 

 
これは虚軸に関する鏡映で、一次分数変換ではない。H での等長変換はこの２

つの写像とそれらの合成で表される。([1] （深谷賢治）の定理 2.18（P.45）を

参照) 
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3. 双曲正三角形とその対称性 
 

3.1  双曲正三角形を作る 

 
双曲三角形とは、双曲平面の直線（つまり実軸上の点を中心とする半円また

は虚軸と平行な直線）で囲まれた三角形のことである。その３辺の長さが全て

等しい時、双曲正三角形と言う。 
以下双曲正三角形を構成することを試みる。最初のアプローチとして、虚軸

上の点、 ݅ を頂点の一つとした、虚軸に関して対称な正三角形を作ってみるこ

とにする。虚軸に関  する鏡映は等長変換なので、２点 A , B を

൜ܣ ൌ ݔ ൅ ݔሺ                                      ݕ݅ ് 0ሻ
ܤ ൌ െݔ ൅ ݕ݅ ൌ ߮଴ሺܣሻ                                

 

 

 
とおくと、݅ からの距離はどちらも同じである。距離 d( A , B) と d(݅ , A ) 
 = d(݅, B ) が等しくなるように２点をとれば、݅, A , B は双曲正三角形となる。

もし一次分数変換 ߮ によって、 

ሺכሻ ൞
߮ሺ݅ሻ ൌ ݔ ൅ ݕ݅ ൌ        ܣ …①

߮ሺܣሻ ൌ െݔ ൅ ݕ݅ ൌ   ܤ …②

߮ሺܤሻ ൌ ݅                          …③

 

 

 
となっていれば݅ , A , B は正三角形の頂点となる。（図 3.1 参照） 
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そこで、ሺכሻ を満たすような一次分数変換 ߮ を見つけよう。一次分数変換は H
上の等長変換なので、d( ,  d( A  = なっている。このような

−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5 x

0.5

1

1.5

2

2.5

y

O

図 3.1 
頂点のひとつを ݅ とし、

虚軸に関して対称な

双曲正三角形の例 

 A  B) = ݅ ,  )  d(݅ , B ) と
 ߮ を探す。まず 

                           ߮ሺ݅ሻ ൌ  
ܽ݅ ൅ ܾ
ܿ݅ ൅ ݀

ൌ
ሺܽ݅ ൅ ܾሻሺെܿ

ଶ ଶ
݅ ൅ ݀ሻ

ܿ ൅݀
 

ܽ ݅ሺܽ݀
ଶൌ

ܿ ൅ ܾ݀ ൅ െ ܾܿሻ
ܿ ൅݀ଶ

ൌ ݔ ൅ ݕ݅

ݔ ؔ
ܽܿ ൅ ܾ݀
ܿଶ൅݀ଶ

ݕ   , ؔ
ܽ݀ െ ܾܿ
ܿଶ

 

       …④ 
൅݀ଶ

となるから、 り①よ  

߮ሺܣሻ ൌ െݔ ൅ ݕ݅ ൌ ߮ଶሺ݅ሻ ൌ
ܽܿ ൅ ܾ݀
ܿଶ൅݀ଶ

൅ ݅
ܽ݀ െ ܾܿ
ܿଶ൅݀ଶ

 െ

でなければならない。ここ ②  で、 の両辺に ߮  を施すと

߮ ߮ሺܣሻ൯ ൌ ߮ଷሺ݅ሻ ሺܤሻ ൌ ߮൫

だが③より߮ሺܤሻ ൌ ݅ だから ߮ଷሺ݅ሻ ൌ ݅ となる。 
׵ ܣ ൌ   ߮ሺ ሻ ߮ଶሺ݅ሻ ൌ ߮ିଵሺ݅ሻ 

ると、 

ൌ
െሺܾܽ ൅ ܿ݀ሻ ൅ ݅ሺܽ݀ െ ܾܿሻ

ܿଶ൅ܽଶ
 ߮ିଵሺ݅ሻ  ൌ  

݀݅ െ ܾ
െܿ݅ ൅ ܽ

がわかる。す
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                                       ൌ െݔ ൅  ݕ݅



となるから、④と合わせて 

ݔ ൌ
ܽܿ ൅ ܾ݀
ܿଶ

ൌ
ܾܽ ൅ ܿ݀

൅
ݕ   , ൌ

ܽ݀ െ ܾܿ
൅

ൌ
ܽ݀ െ ܾܿ
ଶ൅ܽଶܿଶ ܽଶ ܿଶ ݀ଶ ܿ൅݀ଶ

 

ܿଶ൅݀ଶ ൌ ܿଶ൅ܽଶ, ݀ଶ ൌ ܽଶ, ܽ ൌ േ݀ 
を得る。これより 

がわかる。 
 次に ܽ ൌ െ݀ のときに矛盾が起こることを示す。このとき 

ݔ ൌ
െܿ݀ ൅ ܾ݀
ܿ

ൌ
െܾ݀ ൅ ܿ݀
ܿଶ൅݀ଶଶ൅݀ଶ

 
となるので、分母を払って、 

െܿ , 
2ܾ݀ െ 2 ൌ 0, 

݀ ൅ ܾ݀ െܾ݀ ൅ ܿ
ܿ݀ ൌ 2݀ሺܾ െ ܿ

ൌ ݀
ሻ

׵     ݀ ൌ 0,   ܾ ൌ ܿ. 

݀ ൌ 0 ֜ ߮ሺݖሻ ൌ  
ܾ
ݖܿ

 
これで ݅ を写すと 

ሻ ൌ  
ܾ
ܿ݅

߮ሺ݅ ൌ െ
ܿ
ܾ݅
ൌ െ

ܾܿ݅
ܿଶ

 
ܽ݀ െ ܾܿ ൐ 0より、െ ܾܿ ൐ 0 よって Im ߮ሺ݅ሻ ൐ 0 となるが、これは ݅ を虚軸上

で動かす変換なので、正三角形が得られない。そのためこれ以外の条件を考え

る。 

ܽ ൌ ݀ ൌ , ߙ ܾ ൌ ܿ ൌ とおくߚ

                          ߮ሺ݅ሻ ൌ  
݅ߙ ൅ ߚ

െ と 

݅ߚ െ ߙ
ൌ

ଶߙ ൅ ߚ
ሺ݅ߙ ൅ ݅ߚሻሺെߚ െ ሻߙ

ଶ  

ൌ
ߚߙ െ ߚߙ െ ݅ሺߙଶ ൅ ଶሻߚ

൅ ଶߚ
ൌ െ݅ ൏ 0 

ଶߙ

従ってܽ ൌ ݀で 。 す  ある ここで߮ଶሺ݅ሻを計算して係数を比較 る。

߮ଶሺ݅ሻ ൌ
ሺܽଶ ൅ ܾܿሻ݅ ൅ ܾܽ ൅ ܾ݀
ሺܽܿ ൅ ܿ݀ሻ݅ ൅ ܾܿ ൅ ݀ଶ

ൌ ߮ሺܣሻ ൌ ߮ିଵሺ݅ሻ 

߮ଶሺ݅ሻの ܽ を ݀ に

ൌ
ሺ݀ଶ ൅ ܾܿሻ݅ ൅ 2ܾ݀
2ܿ݀݅ ൅ ܾܿ ൅ ݀ଶ

 

置きかえると、 
ሺܽଶ ൅ ܾܿሻ݅ ൅ ܾܽ ൅ ܾ݀
ሺ ൅ ܿ݀ሻ݅ ൅ ܾܿ ൅ ݀ଶܽܿ
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また߮ିଵሺ݅ሻの ܽ を ݀ に置きかえると 



ൌ
݀݅ െ ܾ
݅ ൅

݀݅ െ ܾ
െܿ ݀െܿ݅ ൅ ܽ

 

ሺ݀ଶ ൅ ܾܿሻ݅ ൅ 2ܾ݀
この二つを比較する。 

2ܿ݀݅ ൅ ܾܿ ൅ ݀ଶ
ൌ
െܿ ൅ ݀
݀݅ െ ܾ
݅

, 

൅ ܾܿ ൅ ݀ଶሻሺ݀݅ െ ܾሻ, ൫ሺ݀ଶ ൅ ܾܿሻ݅ ൅ 2ܾ݀൯ሺെܿ݅ ൅ ݀ሻ ൌ ሺ2ܿ݀݅

ܿሺ݀ଶ ൅ ܾܿሻ ൅ 2ܾ݀ଶ ൅ ݅ሺ݀ሺ݀ଶ ൅ ܾܿሻ െ 2ܾܿ݀ሻ 
ൌ െ2ܿ݀ଶ െ ܾሺܾܿ ൅ ݀ଶሻ ൅ ݅ሺ݀ሺܾܿ ൅ ݀ଶሻ െ 2ܾܿ݀ሻ 

 
実部を比較する。 

ܿ ଶ ሻ  
虚部は等しいため

ሺ݀ ൅ ܾܿ ൅ 2ܾ݀ଶ ൌ െ2ܿ݀ଶ െ ܾሺܾܿ ൅ ݀ଶሻ

ଶ ଶ ଶ
展開して移項すると、 

ܿ݀ ൅ ܾܿ ൅ 2ܾ݀ ൌ െ2ܿ݀ଶ െ ܾଶܿ െ ܾ݀ଶ, 
ܿ ݀݀ଶ ൅ ܾܿଶ ൅ 2ܾ݀ଶ ൅ 2ܿ݀ଶ ൅ ܾଶܿ ൅ ܾ ଶ ൌ 0 

ると次のようにな

3ܿ݀ଶ ൅ ܾܿଶ ൅ 3 ሺ3݀ଶ ൅ ܾܿሻ ൌ 0 
る。 
ܾ݀ଶ ൅ ܾଶܿ ൌ ሺܾ ൅ ܿሻ

െ   ൌ ݀

括弧でくく

ܾ ൌ ܿ , ܾܿ െ3 ଶ 

െ
ܾ ൌ െܿ のとき 

߮ሺ݅ሻ ൌ  
݀݅ ܿ
ܿ݅ ൅ ݀

ൌ
݀
ܿ݅ ൅ ݀
݅ െ ܿ

ൌ
ሺ݀݅ െ ܿሻሺെܿ݅ ൅ ݀ሻ

ܿଶ ൅ ݀ଶ
 

                                    ൌ
ሺܿଶ ൅ ݀ଶሻ݅
ܿ ൅ ݀ଶ ଶ ൌ

なので不適。したがって ଶ となるから、条件は 

݅ 
ܾܿ ൌ െ3݀

 ܽ ൌ ݀    かつ   ܾܿ ൌ െ3݀ଶ 

である。 
この条件を使えば ݅ を頂点の一つとした正三角形の他の２頂点を求める式が

求められる。一次分数変換の性質上  ݀ は実数なら問題はないので、簡単のため

݀ ൌ 1として考える。 

ܾܿ ൌ ݀  より ܾ ൌ െ
ܿ

െ3 ଶ 3
,

߮ሺ݅ሻ ൌ  
݅ െ 3

ܿ

 

ܿ݅ ൅ 1
ൌ
ܿ െ 3

ܿ ൅ ݅ሺ3 ൅ 1ሻ
ܿଶ ൅ 1

ൌ ݔ ൅  ,ݕ݅
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ܿ െ 3
ܿ

ܿଶ ൅ 1
ൌ    , ݔ

4
ܿଶ ൅ 1

ൌ  ,ݕ

実部、虚部を比較するため、 ௫
௬
 する。 を計算

ݔ
ݕ
ൌ

ܿ െ 3
ܿ

ܿଶ ൅ 1
4

ܿ

ൌ
ܿ െ 3

ܿ
4

, 
ଶ ൅ 1

൬
ݔ
ݕ
൰
ଶ
ൌ
ቀܿ െ 3

ܿቁ
ଶ

16
ൌ
ܿଶ െ 6 ൅ 9

ܿଶ
16

 

 
両辺に16ܿଶをかけると 

 

16 ൬
ݔ
ݕ
൰
ଶ
ܿଶ ൌ ܿସ െ 6ܿଶ ൅ 9 ൌ ሺܿଶ െ 3ሻଶ, 

ସ
௖మାଵ

ൌ よりܿଶݕ ൌ ସ
௬
െ

16 ൬
ݔ
ݕ

1を代入すると、 

൰
ଶ
൬
4
ݕ
െ 1൰ ൌ ൭൬

4
ݕ
െ 1൰ െ 3൱

ଶ

ൌ
16
ଶ െ

32
ݕ
൅ 16, 

ݕ

൬
ݔ
ݕ
൰
ଶ
൬
4
ݕ
െ 1൰ ൌ

1
ଶݕ

െ
2
ݕ
൅ 1 ൌ ൬

1
ݕ
െ 1൰

ଶ

 

 
両辺にݕଶをかけると 

ݔ ൬
ݕ

ଶ 4
 

െ 1൰ ሺݕ െ 1ሻଶ, 

ଶݔ ൌ
ݕ

4 െ ݕ

ൌ

ሺݕ െ 1ሻଶ                        ··· ሺ3.1ሻ 

 
この式は下のような軌跡を描く。 
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−4.5 −4 −3.5 −3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 x

3.5

3

2.5

2

1.5

1

0.5

 
 
 
また、この式は変数変換していくことで円になる。 
 

ଶݔ െ
ݕ

4 െ ݕ
ሺݕ െ 1ሻଶ ൌ 0, 

ݕଶሺݔ െ 4 ൅ ݕሺݕ െ 1ሻଶ ൌ 0 ሻ

ݕ ൅ ൬
ݔ

ݕ െ 1

両辺を ሺݕ െ 1ሻଶ で割る。 

൰
ଶ
ሺݕ െ 4ሻ ൌ 0 

両辺ሺݕ െ 4ሻかける。 

ݕሺݕ െ 4ሻ ൅ ൬
ݕ െ 4
ݕ െ 1

൰ݔ
ଶ
ൌ 0 

ሺݕ െ 2ሻଶ ൅ ൬
ݕ െ 4
ݕ െ 1

൰ݔ
ଶ
ൌ 4 

ݑ ൌ ݕ െ ݒ   ,2 ൌ
ݕ െ 4
ݕ െ  とおくと、この式は  ݔ1

ଶݒ ൌ ଶݑ  ൅ 4
 

ݑ ൌ 2 cos ߠ , ݒ ൌ 2 sin  ,ߠ
となり、円の方程式であることがわかる。

1

−0.5

y

O

xଶ െ
ݕ

4 െ ݕ
ሺݕ െ 1ሻଶ ൌ 0 

図 3.2 
頂点を ݅ とした双曲正三角形のほかの２頂点の位置のグラフ 
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このように変数変換すれば、図（３．２）の曲線のパラメータ表示 

ቐݔ ൌ
sin ߠ2 ൅ sin ߠ
cos ߠ െ 1

ݕ ൌ 2ሺ1 ൅ cos   ሻߠ
 

を得る。 
 

3.2 回転対称性 

 
双曲正三角形の回転対称性を考える。SL₂(ℝ)→F の全射を利用し、 

ଷܣ ൌ ቀߙ 0
0 ቁߙ ൌ ߙሺ            ܧߙ א ℝሻ 

 

 
となる行列 A を考えると、A は対角化可能な行列となるので、 

ܲିଵܲܣ ൌ ܤ ൌ
1
యߙ√  ܣ

 

 

を考えれば、ܤଷ ൌ となる。B ܧ は実なので、その固有値は1の原始三乗根  ݁
మ
యగ௜ ൌ

1, ߱, ഥ߱  でなければならない。この変換は双曲正三角形の回転を表している。 
ケーリー・ハミルトンの定理を用いてこの行列を求める。 

 

定理3.1 (ケーリー・ハミルトンの定理)２次正方行列 ܣ ൌ ቀܽ ܾ
ܿ ݀ቁ  

に対して 係が次の関 成り立つ 

ଶܣ െ ܣ݌ ൅ ܧݍ ൌ ૙                    ሺ݌ ൌ ܽ ൅ ݀ , ݍ ൌ ܽ݀ െ ܾܿሻ. 
 
定理ሺ3.1ሻを用いて ܣଶ ൌ ܣ݌ െ  、となるから ܧݍ
ଷܣ                    ൌ ܣ݌ሺܣ െ ܧ
                         ൌ ܣ݌ሺ݌ െ ܧ ൌ  ܧߙ

ݍ ሻ ൌ ଶܣ݌ െ  ܣݍ
ሻܧݍ െ ܣݍ ൌ ሺ݌ଶ െ ܣሻݍ െ ݍ݌

ሺ ൅  
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ሺ݌ଶ െ ܣሻݍ െ ߙ ܧሻݍ݌ ൌ ૙,

ሺ݌ଶ െ ܣሻݍ ൌ ሺߙ ൅ ܧሻݍ݌ ֜ ܣ ൌ  ሺ恒等写像ሻ        ܧߚ



となるので、 を展開 ݍ݌

すると、 
ଶ݌  െ ݍ ൌ 0かつߙ ൅ ݍ݌ ൌ 0 の場合を考える。まず ߙ ൅

0           ··· ሺ3.3ሻ ߙ ൅ ݍ݌ ൌ ߙ ൅ ሺ ܽ
ここで݌ଶ െ ݍ ൌ ሺܽ ൅ ݀ሻଶ െ ሺܽ

ܽ ൅ ݀ሻሺ ݀ െ ܾܿሻ ൌ
݀ െ ܾܿሻ ൌ 0より 
ܽ݀ െ ܾܿ ൌ ሺܽ ൅ ݀ሻଶ 

ると、 
ߙ ൅ ሺܽ ൅ ݀ሻ ൅ ݀ሻଷ ൌ 0 ሺܽ݀ െ ܾܿሻ ൌ ሺܽ

これを(3.3)に代入す

ߙ ൌ െሺܽ ൅ ݀ሻଷ 
 となる。次に ݌ଶ െ 。を展開する ݍ

ଶ ܾܿሻ 
ଶ݌ െ ݍ ൌ ሺܽ ൅ ݀ሻଶ െ ሺܽ݀ െ ܾܿሻ 

                                                     ൌ ܽଶ ൅ ݀ ൅ െ ሺܽ݀ െ
0 

2ܽ ݀
                                                     ൌ ܽଶ ൅ ܽ݀ ൅ ݀ଶ ൅ ܾܿ ൌ

                                                     ൌ ൬ܽ ൅
݀
2
൰
ଶ

൅
3
4
݀ଶ ൅ ܾܿ 

これを変形すると、

                                         ܽ ൅
݀
2
ൌ േ݅ඨ

3
4
݀ଶ ൅ ܾܿ, 

 

                                                 ܽ ൌ െ
݀
േ ݅ඨ

3
2 4

݀ଶ ൅ ܾܿ, 

                                                 
ܽ
ൌ െ

1
2
േ ݅ඨ

3
൅
ܾܿ
ଶ݀ 4 ݀
, 

ܽ, ݀ א ℝより、
3
4
൅
ܾܿ
݀ଶ

൑ 0 
となり、これが一般的な双曲回転の条件となる。このとき、݀ ൌ 1, ܾ ൌ ܿ ൌ 0  な

らば、߱ ൌ ݁
మ
యగ௜  を 1の原始三乗根とすると、  ܽ ൌ ߱, ݀ ൌ ഥ߱  または  ܽ ൌ ഥ߱, ݀ ൌ

߱ となり、 ܣଷ ൌ  。となる ܧ
 
 

3.3 鏡映と対称群 

 
虚軸に関する鏡映が等長変換である事はすでに述べたが、回転と鏡映を合成
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することで別の鏡映を表す事ができるだろうか。 

ሻݖሺݎ ൌ ߮ሺെݖҧሻ 
 

 
は鏡映と回転の合成で、これにより虚軸が別の直線に移るはずである。 
虚軸に関して対称な正三角形を例にとって確かめる。(3.1)式より、以下のよ

うな 2 点と ݅ は双曲正三角形を作る。 

ቄ ܣ ൌ 1 ൅ 2݅
ܤ    ൌ െ1 ൅ 2݅ 

 

 
これらの点を次のように移す ݎ 双 。 ሺݖሻ は 曲鏡映を表す

ቐ
ሺ݅ሻݎ   ൌ ߮ሺ݅ሻ ൌ ܤ
ሻܤሺݎ ൌ ߮ሺܣሻ ൌ ݅
ሻܣሺݎ   ൌ ሻ

 

 

߮ሺܤ ൌ ܣ

ሻܣሺݎ ൌ ߮ሺെ1 ൅ 2݅ሻ ൌ
ܽሺെ1 ൅ 2݅ሻ ൅ ܾ

൅

 

ൌ 1 ൅ 2݅ 
ܿሺെ1 ൅ 2݅ሻ ݀

分母を払って展開す  
1 ൅ 2݅ ሺܿሺെ1 ൅ 2݅ሻ ൅ ݀ሻ, 

൅ 2݅ሻ ൅ ݀ሺ1 ൅ 2݅ሻ 

ると

ܽሺെ1 ൅ 2݅ሻ ൅ ܾ ൌ ሺ ሻ
2ܽ݅ െ ܽ ൅ ܾ ൌ ܿሺ1 ൅ 2݅ሻሺെ1

                                              ൌ 2    ݀݅ െ 5ܿ ൅ ݀ 

݀ ܽ    ൌ                            ሺ3.4ሻ 

െܽ ൅ ܾ ൌ െ5ܿ ൅ ܽ              ሺ3.5ሻ 

虚部を比較する。 

実部を比較する。 

 
つぎに、 ݎሺܤሻ を計算する。 

ܤሺݎ
൅ ܾ
൅

ሻ ൌ ߮ሺ1 ൅ 2݅ሻ ൌ
ܽሺ1 ൅ 2݅ሻ
ܿሺ1 ൅ 2݅ሻ ݀

ൌ

ܽሺ ݅ ሻ 

݅ 

1 ൅ 2 ሻ ൅ ܾ ൌ ݅ሺܿሺ1 ൅ 2݅ሻ ൅ ݀
上と同様に展開すると 

2ܽ݅ ൅ ܽ ൅ ܾ ൌ ݅ሺ2ܿ݅ ൅ ܿ ൅ ݀ሻ 
                                                                 ൌ െ2ܿ ൅ ݅ሺܿ ൅ ݀ሻ 
虚部を比較すると、(3.4)より 
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2 ܽ ܽ ൌ ܿ ൅ ݀ ൌ ܿ ൅
ܿ ൌ ܽ            ሺ3.6ሻ 

െܽ ൅ ܾ ൌ ൌ ܽ, െ5ܽ ൅
ܾ ܽ

ܽ െ4
ൌ െ3 , 

׵ ሻݖሺݎ   ൌ
െݖҧ െ 3
െݖ 1

また(3.5), (3.6)より 

ҧ ൅
. 

この ݎ で虚軸がどこに移ったか確かめるには、ݎ によって変わらない複素平面上

の点 ݔ ൅  。の方程式を求めればよい ݕ݅

ݔሺݎ ൅ ሻݕ݅ ൌ ߮ሺെݔ ൅ ሻݕ݅ ൌ
ሺെݔ ൅ ሻݕ݅ െ 3
ሺെݔ ൅ ሻݕ݅ ൅ 1

ൌ ݔ ൅  ݕ݅

 

となる点をさがそう。分母を払って展開すると 

െݔ െ 3 ൅ ݅ ݅ 1൯ ݕ ൌ ሺݔ ൅ ݔሻ൫ሺെݕ ൅ ሻݕ݅ ൅

               ଶ ଶ ൅  ݕ݅
ଶݔ ൅ ଶݕ െ ݔ2 ଶݕ െ 4 ൌ 0 

    ൌ െሺݔ ൅ ݕ ሻ ൅ ݔ
െ 3 ൌ ሺݔ െ 1ሻଶ ൅

ሺݔ െ 1ሻଶ ൅ ଶݕ ൌ 4 
 
この式から虚軸は中心１、半径２の半円に移ったことがわかる。 
 

 
−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5 x

0.5

1

1.5

2

2.5

y

O

図 3.7 
双曲正三角形の

虚軸以外の対称

軸 
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上の図の赤い半円が回転で写った虚軸。 
 
 ݅ とܤ の中点が、写った虚軸上にある事を確認しよう。まず２点を通る半円の

中心 c と半径 r を求める。 
ሺܿ ൅ 1ሻଶ ൅ ൅ 1 ൌ ଶ 4ݎ ൌ ܿଶ

ܿ ൌ െ2 

ଶݎ ൌ 4 ൅ ݎ   ,1 ൌ √5 
次に２点を極表示で表すと 

݅ ൌ √5 cos ߠ െ 2 ൅ଵ √5݅ sin ଵߠ

ܤ

 

ൌ √5 cos ߠ 5ଶ െ 2 ൅ √ ݅ nsi  ଶߠ

cos ଵߠ ൌ
2
√5

,   sin ߠ ൌ
1
√5ଵ  

cos ଶߠ ൌ
1
√5

,   sin ଶߠ ൌ
2
√5

 
ここで、中点 N は݅,  と同じ半円上にあるのでܤ

√5 cos߰ െ 2 ൅ √5݅ sin߰ ܰ ൌ

と置いて、݀ሺ݅, ܰሻ ൌ ሻ݀ሺܰ, ܤ となるように決める。 

݀ሺ݅, ܰሻ ൌ න
1

sinߠ

ట
ߠ ൌ ൤log  tan

ߠ
2ఏభ

݀ ൨
ఏభ

ట

 

     ൌ log  ta
߰

n
2
െ log

2
 tan

 ଵߠ

െ
1 െ cos ଵߠ

cos ଵߠ
                          ൌ gඨ

1 െ cos߰
logඨ

1 ൅
lo

1 ൅ cos߰
 

log
1 െ cos߰

·
1 ൅ cos ଵߠ

ଵߠ
            ൌ

1
1 ൅ cos߰ 1 െ cos2

 

     ൌ
1
2
log

1 െ cos߰
1 ൅ cos߰

·
√5 ൅ 2
√5 െ 2

 

同様に 
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݀ሺܰ, ሻܤ ൌ
1
2
log

√5 െ 1
√5 ൅ 1

·
1 ൅ cos߰
1 െ cos߰

 

となる。対数の中身を比較して、 

1 െ cos߰
1 ൅ cos߰

·
√5 ൅ 2
5

ൌ
√5 െ 1
5√ െ 2 √ ൅ 1

·
1 ൅ cos߰
1 െ cos߰

, 

൬
1 െ cos߰
1 ൅ cos߰

൰
ଶ

ൌ
√5 െ 1
√5 ൅ 1

·
√5 െ 2
√5 ൅ 2

ൌ
7 ൅ 3√5
7 െ 3√5

 

分母を払うと、 

ሺ1 െ cos ଶ߰ሻ ൫7 െ 3√5൯ ൌ ሺ1 ൅ cos߰ ൫7 ൅ሻଶ 3√5൯, 

6√5cosଶ߰ െ 28 co ߰ √5s ൅ 6 ൌ 0, 

cos߰ ൌ
3
√5

,   
√5
3

 

co
5

s߰ ൑ 1より cos߰ ൌ
√
3

                           sin߰ ൌ
2
3
 

 

よって N の座標は次のようになる。 

ܰ ൌ √5cos߰ െ 2 ൅ √5݅ sin߰ 

                                             ൌ
5
3
െ 2 ൅ ݅

2
3
√5 

 
この座標を写った虚軸の方程式に代入すると、 

൬
5
3
െ 2 െ 1൰

ଶ

൅ ൬
2
3
√5൰

ଶ

ൌ ൬െ
4
3
൰
ଶ
൅
20
9
ൌ 4 

 

 
が成り立つので、N は写った虚軸上にあることが解る。これにより、特殊な正

三角形での対称性は群をなし、それが三次の二面体群 ܦଷ と同型である事が確

認できた。 
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3.4 一般の双曲正三角形の対称群 

 
頂点を虚軸上に持ち、虚軸に関して対称な正三角形で対称群の確認を行った。

任意の双曲正三角形をこの形に変換することができれば、双曲平面のすべての

正三角形の対称性は ܦଷ と同型であると言える。これを説明しよう。 
 双曲正三角形を構成する  写す変換を考える。 ３点 A, B, C を次のように

ቐ
߮ሺܣሻ ൌ ݔ ൅                       ݕ݅
߮ሺܤሻ ൌ െݔ ൅ ݕ݅ ൌ ߮଴ሺܣሻ
߮ሺܥሻ ൌ ݅                                

  

 

 
このような ߮ が存在すれば、すべての双曲正三角形を頂点の一つが ݅, 虚軸に

関して対称な形に持っていくことができる。まず点 C を ݅ に写す写像 ߰ を考

える。 

߰ሺܥሻ ൌ
ܥܽ ൅ ܾ

ൌ ݅ 
ܥܿ ൅ ݀

分母を払って展開すると、 
ܥܽ ൅ ܾ ൌ ݅ሺܿܥ ൅ ݀ሻ 

ሺܽ ൅ ൌ 0 ݅ܿሻܥ ൅ ܾ െ ݅݀
 
ܥ ൌ െܾ ൅ ݅݀ 

ここで、ܽ ൌ 1, ܿ ൌ 0 とおくと、

となり、ܾ, ݀ が決定する。次に、点 ݅ を動かさず、A と B を虚軸に関して対称

な位置に写す写像を決める。 
 A と B の中点を ߱  とする(これは１の原始三乗根とは別のものである)。

 ߱  を上半平面上の任意の点として、これを虚軸に写す変換が存在すれば、すべ

ての双曲正三角形は ݅ を頂点とした虚軸に関して対称な形にできることになる。

回転行列を 

ఏݑ ൌ ቀcos ߠ sin ߠ
ߠ ቁ െ

とおき、この行列から作った一次分数変換 写すと、 
sin ߠ cos

を考える。まず ݅ を ߠݑ߮  

߮ ሺ݅ሻ ൌ
݅ cos ߠ െ sin ߠ
݅ sin ߠ ൅ cos ߠ

ൌ
݅ሺsinଶߠ ൅ cosଶߠሻ
sinଶߠ ൅ cosଶߠ

ൌ ݅ ௨ഇ

となるので、 ߮ߠݑ は ݅ を固定する変換である。次に０を写す。 
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߮௨ഇሺ ሻ ൌ
െ sin ߠ

0
cos ߠ

ൌ െ tan  ߠ
これは虚軸が ߮ߠݑ によって ݅ と െ tanߠ を通る半円に写った事を意味する。

この半円の中心と ず  半径を求めよう。ま 中心 c の座標を求める。

ܿଶ ߠ ൅ tanଶߠ ൅ 1 ൌ ሺ an ߠ ൌ ܿ ൅ 2
tanଶ ൅ 2ܿ tan ߠ െ ൌ 0 

ܿ ൌ
1 െ tanଶߠ
2 tan ߠ

ܿ ൅ t ሻଶ ଶ ܿ tan
ߠ 1

 

ൌ
cosଶߠ െ sinଶߠ
2 sin ߠ cos ߠ

ൌ
1

tan2ߠ
ൌ cot  ߠ2

 
c の座標から半径 を計算すると、 

 
ݎ                               ߠ2 ൅ 1 

 r 

ଶ ൌ ܿଶ ൅ 1 ൌ cotଶ

                  ൌ
1 ൅ tanଶ2ߠ
tanଶ2ߠ

ൌ
1

co ଶ2ߠ ቀsin cosߠ2 sߠ2 ቁ
ଶ ൌ

1
sinଶ2ߠ

 

ݎ ൌ
1

|sin |ߠ2
 

 

となる。 െ஠
ଶ
൏ ߠ ൏ ஠

ଶ
 の範囲で – tan はすべての実数上を動くので、写した虚 ߠ

軸、つまり、݅ とെtanߠ を通る半円は ߠ が動くと上半平面上の全ての点を掃く。

従って ߮ߠݑ の逆写像 ߮ߠݑ
ିଵ で H 上の任意の複素数を虚軸上に写すことが可能

である。二つの一次分数変換の合成 ߮ߠݑ
ିଵ ל ߰ を ߮とすることで任意の双曲正三

角形を虚軸対称の形にすることができるため、前章で確認した対称性がすべて

の正三角形に適用できることになる。従って、一般の双曲正三角形の対称群は

二面体群 ܦଷ と同型であることがわかった。 
 
 

まとめ 
 
 本研究では、双曲平面の正三角形の対称性を確認することが目標であった。

準備段階として一次分数変換、上半平面について勉強した。双曲正三角形を作

る過程においては双曲回転を利用し、どのような写像が回転になるかを確認し

た。また回転と鏡映の合成で新たな鏡映を作り、結果として通常の対称群と合
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同である事を確認した。 
解決できなかった問題として、双曲回転の対角化の問題がある。うまくいけ

ば対角化した行列の成分が全てω, ഥ߱ となるはずだが、そこまで詰められなかっ

た。 
また今回はほかの双曲正多角形の作図、対称性の確認まで手が回らなかった

が、双曲正三角形の対称群の同型を用いることで、双曲平面におけるほかの正

多角形についても通常の二面体群と同型であるという結果が得られそうである。 
今回研究した事は双曲幾何学においてはほんの入口にしか過ぎないが、通常

のユークリッド幾何学でもそうであるように、この研究結果が基本の一部とな

り、より複雑な段階の双曲幾何学においても役に立つ事があるだろう。 
興味本位で選んだテーマだったが、最初のうちは今まで触れてこなかったリ

ーマン球面なる集合の存在や新しい長さの定義に苦労させられた。実際は学ん

できた事を応用すればなんとかなる部分も多く、また双曲平面で正三角形を作

る試行錯誤は辛いながらも楽しかった。 
より双曲幾何を学ぼうとする人が、さらに深い研究成果を上げるにあたって

この研究の結果を役立ててくれる事があれば、著者として嬉しい限りである。 
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