
2023年度 卒業論文

種数がgの完全グラフと
完全２部グラフの実現について

青山学院大学 理工学部 物理数理学科
学籍番号:15120136 宮下誠一

西山研究室

2024年2月21日



概 要

グラフGとは、頂点の集合 V と辺の集合Eからなる抽象的対象である。本論文では、
向き付けはなく、ループと多重辺のない単純なグラフを考える。その中でもすべての頂点
同士が辺で結ばれている完全グラフと２種類の頂点を持ち異なる種類の頂点の組がすべ
て辺であり、同じ種類の頂点の組には辺がない完全２部グラフを中心に考察する。
グラフは抽象的な対象だが、それを平面上に辺を交差しない曲線として実現することを
考える。すべてのグラフが実現できるわけではなく、その実現可能性はクラトウスキーの
定理によって判定できることが知られている。
クラトウスキーの定理は、グラフGが平面上に実現可能であることと、Gが 5個の頂
点からなる完全グラフK5および、3個の頂点が 2種類ある完全２部グラフK3,3を含まな
いこと同値になることを述べたものである。

図 1: K5
図 2: K3,3

この論文では、平面だけではなく、グラフが曲面上にいつ実現できるかという問題を考
えた。具体的には、種数 gの閉曲面上での完全グラフ、完全２部グラフの実現可能性につ
いて考察する。種数 gの閉曲面とは、次のようなトーラスを一般化して g個の穴あき浮き
輪にしたような曲面のことである。

図 3: 種数が 0,1,2の閉曲面



テキスト [1]にあるクラトウスキーの定理の証明を参考にし、このような閉曲面上で、
種数 gを大きくすると、グラフの実現可能性は増えていく。そこで、それぞれのグラフが
いつ実現可能になるのかを調べた。 結果としては、トーラスの時は、頂点が 8個以上の
完全グラフKn(n ≥ 8)と、2種類どちらも 5個の完全 2部グラフKn,n(n ≥ 5)が実現不可
能であることが分かった。
また、テキスト [1]には、トーラスの時、頂点が 6個の完全グラフが実現可能であるか
という演習問題があり、それを発展させ、頂点が 7の場合に実現が可能であるかどうか実
際に絵を描くことで確かめ、実現可能な最大の頂点数のグラフ、つまり、頂点が 7個の完
全グラフK7と、2種類の頂点の個数が 4個ずつの完全 2部グラフK4,4について、実現可
能性を描画することで確認できた。
最後に、種数が 2の閉曲面においては、Kn(n ≥ 9)と、Kn,n(n ≥ 5)が実現不可能であ
ることが分かった。そして、K8は実際に描画することで、実現可能性を確認することが
できた。また、種数 1の場合も 2の場合も、完全２部グラフKn,m(m > n ≥ 4)が実現不
可能であるということも確かめた。
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1 序論
1.1 研究の背景
私は卒業研究のセミナーにおいて、参考文献 [1]をテキストにし、研究を進めた。テキ
ストの第 2章では、完全グラフ、完全 2部グラフの平面における実現可能性をテーマにし
た箇所があった。テキストには問題として、平面でそれらのグラフが実現可能であるか、
メビウスの帯上ではどうか、また、トーラス上では 6個の頂点の完全グラフK6が実現可
能であるかということが演習問題として、書かれていた。
セミナーを進めることで、トーラス上には 7個の頂点の完全グラフK7が実現可能であ
ることを発見し、これより種数の大きな曲面でのグラフの実現可能性に興味を持ったた
め、このテーマを題材に研究を進めることにした。

1.2 研究の主結果
平面R2においてはクラトウスキーの定理 (グラフGが平面上に実現可能であることと、

Gが頂点 5個の完全グラフK5と、頂点 3個ずつの完全２部グラフK3,3を含まないことが
同値であるという定理)があり、この定理の証明を説明する。
次に、種数が gの閉曲面 Tgを考える。曲面 Tg上には、gの値によって実現できるグラ
フとできないものがある。グラフがいつ Tg上に実現できるかどうかを考えて、以下の定
理を示すことができた。

定理 1. Gをグラフ、 T をトーラスとする。

1. Gが T 上に実現可能ならばG ̸⊃ K8 かつ G ̸⊃ K4,5である。

2. T 上にK7, K4,4は実現可能である。

定理 2. Gをグラフ、 T2を種数 2の閉曲面とする。

1. Gが T 上に実現可能ならば G ̸⊃ K9 かつ G ̸⊃ K4,5である。

2. T 上にK8, K4,4は実現可能である。

1.3 本論分の構成
第 2章では、平面上の完全グラフと完全 2部グラフの実現可能性に関する、クラトウス
キーの定理の証明をテキスト [1]に基づいて述べる。その証明は、種数 gの閉曲面でのグ
ラフの実現可能性の議論にも利用した。
第３章では、種数 gの閉曲面におけるグラフの実現可能性についての議論を行った。ま
ずオイラーの公式、テキストのアイディアを用いて不等式を証明し、グラフの実現可能
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な範囲を決定した。次に、閉曲面の展開図を用いて実現可能性を実際に絵を描いて確認
した。
第４章では、研究発表会で質問していただいたことに関する考察と、セミナーで考察す
ることのできなかった問題をまとめている。また、本論文に携わっていただいた方への謝
辞もここに記述する。

1.4 謝辞
卒業研究中間発表において、私はトーラス上の完全グラフの実現について発表しまし
た。卒業研究発表会においてはトーラスにおける完全 2部グラフの実現についての議論を
追加して発表する予定であったが、松田先生に、トーラスの種数を増やした場合の展開図
がどのようになるかという質問と、展開図が実際に存在することを指摘していただきまし
た。ここから、種数を増やした時グラフの実現可能性の証明を考察することできました。
心より感謝申し上げます。また、クラトウスキーの定理の必要十分な証明について記述さ
れている教科書も紹介していただきました。重ねて感謝します。そのほかにも、発表会に
おいて、様々質問、助言をくださった増田先生、関先生、小林先生、林先生、中山先生に
も心より感謝申し上げます。
最後に、卒業研究のテキストの著者には、大変すばらしい本を書いていただき、研究の
きっかけを与えてくださったことに、心より感謝申し上げます。
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2 平面R2上の完全グラフKnと完全2部グラフKn,nの実現に
ついて

グラフをG = (V,E)と書く。ここで、V は頂点の集合であり、Eは辺の集合である。V

の元 (頂点)を vi, vj, Eの元 (辺)を頂点の組として、ek = (vi, vj)と書く。以下頂点の個
数を v = ♯V , 辺の個数を e = ♯Eで表す。頂点 viの次数とは、viを端点とする辺の本数
である。これを記号で deg viと書く. 本論文ではGは、有向グラフではなく、ループも多
重辺もない単純なグラフを考える。

2.1 平面上での完全グラフと完全２部グラフ 実現可能性
定義 3 (完全グラフKn). すべての頂点が互いに辺で結ばれているようなグラフを完全グ
ラフという。つまり、

1. グラフに対して、V を頂点集合, 辺集合を Eとしたとき、 ♯V = nであって、

2. 任意の 2頂点 ∀vi, vj ∈ V に対して、ただ一つの辺 ∃!ek = (vi, vj) ∈ Eが存在する。

補題 4. グラフが完全グラフKnならば deg vi = n− 1 (∀vi ∈ V )

補題 5. グラフが完全グラフKnならば ♯E = e =
(
n
2

)
=

n(n− 1)

2

グラフは抽象的なもので、3次元空間内では、頂点を点、辺を頂点同士を結ぶ曲線とし
ていつでも実現できる。しかし、これを平面に射影すると、辺が交わることがある。そこ
で交点に上下の情報を加えて、その交点で切れ目を入れてわかりやすくしたものを射影図
という。
例 6. 完全グラフK5の射影図の一つ

定義 7 (完全 2部グラフKn,m). 頂点が 2種類あり、異なる種類のすべての頂点の組が辺
であるグラフを完全２部グラフと呼び、Kn,mと表す。つまり、以下の 2条件を満たすよ
うなグラフがKn,mである。
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1. 2種類の頂点集合 V = V1 ⊔ V2があり, ♯V1 = n, ♯V2 = mである。

2. 任意の異なる種類の２頂点 ∀v1 ∈ V1, ∀v2 ∈ V2 に対して, ただ一つの辺 ∃!e =

(v1, v2) ∈ Eが存在する。

例 8. 完全２部グラフK3,3の射影図の一つ

グラフが平面上に実現できるかどうかは次の有名な定理によって判定できる。

定理 9 (クラトウスキーの定理). グラフGが平面上に実現できることと、GがK5を含ま
ず (G ̸⊃ K5) かつK3,3も含まない (G ̸⊃ K3, 3)ことは同値である。

以下では、後で必要となる十分性の証明を行う。この証明については、テキスト [1]の
定理 2.9の証明を参考にした。また、クラトウスキーの定理の完全な証明については、参
考文献 [2]定理 2.23を参照してほしい。
グラフは平面上に実現すると、グラフの周りの無限に広がる面が現れるが、平面を球面
からの射影だと思うと、無限面も球面の一部であると考えられ、グラフによって分割され
た面の一つとして数えられる。グラフによって区切られた面の集合を F とし、面の枚数
を f = ♯F で表す。
このとき次の有名なオイラーの公式が成り立つ。([1]定理 2.8)

χ = v − e+ f = 2.

この χ = 2を球面のオイラー標数と呼ぶ。これより、f は eと vによって決まることに注
意する。
(1)まずKnがR2上に実現可能であることと、 1 ≤ n ≤ 4が同値であることを示す。

χ = n− n(n− 1)

2
+ f = 2, (平面上のオイラーの公式)

∴ f = 2− n+
n(n− 1)

2
=

4− 3n+ n2

2

ここで、図 4のように、辺の両側に◎シールをつける.
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図 4: シール付け

辺の両側にシールがついているため

(◎の総数) = 2e = n(n− 1) · · · (シールと辺数の比較) (1)

各面は 3角形以上のため

(◎の総数) ≥ 3× f =
3(4− 3n+ n2)

2
· · · (シールと面数の比較) (2)

(1)を (2)に代入して整理すると、

2n(n− 1) ≥ 3(4− 3n+ n2),

0 ≥ 12− 9n+ 2n+ 3n2 − 2n2 = n2 − 7n+ 12 = (n− 3)(n− 4),

∴ 3 ≤ n ≤ 4

従って、R2上では、K5は実現不可能である。(この証明において、無限面のみを構成する
K1, K2は除いて考えた。)

K1とK2が平面上に実現できることは、図 5、 図 6より明らかである。

図 5: K1 図 6: K2

(2) 次に、完全２部グラフKn,nがR2上実現可能であることと、n = 1, 2は同値である
ことを示す。このときは、v = 2n, e = n2だから、

χ = 2n− n2 + f = 2 ⇐⇒ f = n2 − 2n+ 2

となる。ここで、辺の両側に◎をつけると、各面に◎が面を囲む辺の数だけ現れるが、２
部グラフにおいては、面を囲む辺の本数は 4本以上になる。(辺の本数が 3ならば、同じ
種類の頂点を結ぶ辺が現れてしまう。)

(◎の総数) = 2e = 2n2 · · · (シールと辺数の比較) (3)

(◎の総数) ≥ 4× f = 4(n2 − 2n+ 2) · · · (シールと面数の比較) (4)
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(3)を (4)に代入すると、

2n2 ≥ 4(n2 − 2n+ 2), ∴ 0 ≥ n2 − 4n+ 4 = (n− 2)2.

これより、n = 2であることがわかる。従って、K3,3は実現不可能である。(この証明に
おいて、K1,1は除いて考えている。)

K1,1は、図 7のように実現できる。

図 7: K1,1

この議論においては完全２部グラフの2種類の頂点の数が同数の場合のみを考えた。従っ
て、K2,3が平面上に実現可能かという問題が残るが、次の節の図 9のように実現可能であ
ることが容易にわかる。

2.2 平面上におけるK4とK2,3の実現
平面上で実現可能なぎりぎりの頂点数を取ったときに実際に実現できるか図を描いて示
す。実際に実現したグラフを図 8と図 9に示す.

図 8: K4

図 9: K2,3

3 種数がgの閉曲面Tgにおける完全グラフKnと完全２部グ
ラフKn,nの実現について

3.1 Tg上の完全グラフKnと完全2部グラフKn,nの実現可能性
一般の種数 gに対して、KnとKn,nの実現不可能の範囲を不等式を用いて調べる。考え
方は平面の場合と基本的に同じである。KnとKn,nを Tg上に実現したものを、K̃n, K̃n,n
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と書く。
(1) K̃nに対して、v = n, e =

n(n− 1)

2
だから、オイラーの公式を用いると面の数 fは

χ = n− n(n− 1)

2
+ f = 2− 2g ⇐⇒ f = −n+

n(n− 1)

2
+ 2− 2g

と求まる。これを使って平面の場合と同様にシール◎を貼って考えると
(◎の総数) = n(n− 1) · · · (シールと辺数の比較) (5)

(◎の総数) ≥ 3(n2 − 3n+ 4− 4g)

2
· · · (シールと面数の比較) (6)

(5)を (6)に代入し、整理すると、
2n(n− 1) ≥ 3(n2 − 3n+ 4− 4g),

0 ≥ n2 − 7n+ 12− 12g = (n− 7−
√
1 + 48

2
)(n− 7 +

√
1 + 48

2
),

∴ α =
7−

√
1 + 48g

2
≤ n ≤ 7 +

√
1 + 48g

2
= β

なので、g ≥ 1ならば、α ≤ 0なので、n ≥ 0より, 0 ≤ n ≤ βを得る。
(2) K̃n,nに対して、v = 2n, e = n2であるから、オイラーの公式より

χ = 2n− n2 + f = 2− 2g ⇐⇒ f = n2 − 2n+ 2− 2g

が成り立つ。上の議論と同様にして、
(◎の総数) = 2n2 · · ·シールと辺数の比較 (7)

(◎の総数) ≥ 4(n2 − 2n+ 2− 2g) · · ·シールと面数の比較 (8)

(7)を (8)に代入すると、
2n2 ≥ 4(n2 − 2n+ 2− 2g), 0 ≥ (n− 2 + 2

√
g)(n− 2− 2

√
g)

∴ α̃ = 2− 2
√
g ≤ n ≤ 2 + 2

√
g = γ

やはり、g ≥ 1ならば、̃α ≤ 0なので、n ≥ 0より、0 ≤ n ≤ γ 得られた結果を表にまとめる
と以下のようになる。完全グラフKnでは、1 ≤ n ≤ βであり、完全２部グラフKn,nでは
1 ≤ n ≤ γである。

g
√
1 + 48g β γ

1 7 7 4

2
√
97 7+

√
97

2
= 8. · · · 2 + 2

√
2 = 4. · · ·

3 12 7+12
2

= 9. · · · 2 + 2
√
3 = 5. · · ·

g
√
1 + 48g 7+

√
1+48g
2

2 + 2
√
g
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この表を用いて、結果を次の節で定理 10、定理 11としてまとめる。

3.2 Tg上のKn, Kn,nの存在可能範囲と実現例
定理 10. Gをグラフ, T をトーラスとする。

1. Gが T 上に実現可能ならば、 Gは部分グラフとして、K8およびK5,5を含まない。
つまり、G ̸⊃ K5,5 かつG ̸⊃ K8である。

2. T 上にK7,K4,4は実現可能 (K4,5は実現不可能)である。
証明 1の証明は §3.1で既に行った。
2の証明は図示によって行う (実際に実現する)。この証明では、トーラスの展開図 (図

10)を用いる。

図 10: トーラスの展開図

この展開図の辺上にグラフの頂点を配置し、実現したグラフを図 11と図 12に示す。

図 11: K7
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図 12: K4,4

展開図の辺を貼り合わせて一致する頂点を同じ番号であらわしている。また、展開図の
角に同じ頂点を表示しているが、角はすべて張り合うため、特別にすべて同じ番号を配置
している。

定理 11. Gをグラフ、T2を種数 2の閉曲面とする。

1. Gが T2上に実現可能であるならば、GはK9および、K5,5を含まない。
つまり、G ̸⊃ K9 かつ G ̸⊃ K5,5が成り立つ。

2. T2上にK8,K4,4は実現可能 (K4,5は実現不可能)

証明主張 1は §3.1で証明済みである。
主張 2については実現できることを展開図を用いて示す。
この証明では、種数 2の閉曲面の展開図 (図 13)を用いる。
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図 13: 種数 2の閉曲面展開図

上と同様にこの展開図の辺上にグラフの頂点を配置し、実現したグラフを図 14で示す。

図 14: K8

こちらも同様に、貼り合う頂点に同じ番号で表し、を配置している。また、展開図の
辺と交差するようなグラフの辺が一本あり、それはグラフの外側を通して矢印で表現して
いる。
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4 まとめ
4.1 今後の課題

1. 本研究では、種数 2の閉曲面 T2では、図 14のように、図 14のように展開図と交差
する辺を持つような完全グラフの実現しか考えつかなかった。そこで、図 11のよう
に展開図の内部のみを用いて実現できるのかという問題

2. 計算を省略したが、T2上では、グラフによって構成される面が 1つだけ５角形にな
る完全グラフと、面が２つ４角形になるグラフが実現できる可能性があるが、本論
文とは別の実現の仕方 (面が 1つ５角形になる実現の仕方)を考える時間がなかった
ため、このようなグラフは実現できるのかという問題

3. また、卒研発表会の時には gが増えるとグラフの取れる頂点の数がどのように増え
ていくかという質問を松田先生に質問していただいたが、geogebraで頂点数 nの存
在範囲を示すグラフを描いてみた。

図 15: 完全グラフの増加
(βのプロット) 図 16: 完全２部グラフの増加 (γのプロット)

4. 自分で図示して実現することのできなかった種数 3以上の閉曲面での完全グラフと
完全２部グラフの実現についてさらに研究すること。

以上が今後の課題として考えられる。

4.2 将来への展望
本研究では集合論を始め、数学の基本的な用語の定義などの知識不足を指導教員の西
山先生の下で学びながら研究を進めた。研究によって得た知識の多くをこの論文の中で表
し、今後の西山研究室の参考に少しでもなればと思う。
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最後に、一年間研究と受験の指導を熱心にしてくださった西山先生に心より深く感謝申
し上げます。また、グラフ作成のアイデアをくれた西山研のメンバーの轟さんにも深く感
謝申し上げます。卒研発表会において、質問をくださった松田能文先生をはじめ、多くの
先生方、その質問に対して助言をくださった関真一朗先生、小林祐一朗先生にも深く感謝
申し上げます。
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