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概 要
M を多様体，AをM のある座標近傍系とする．M の各点で座

標系Aに関して多項式係数で表される M 上の C∞ 級ベクトル場
をM 上の多項式係数ベクトル場と呼び、その全体のなすベクトル
空間を PD(M,A) と表す．PD(M,A)は Lie括弧積について自然
に Lie環をなす．

n 次元単位球面 Snについて， A を立体射影を用いた座標近傍
系として PD(Sn,An)を考える．次の 2つの定理がこの論文の主結
果である．

定理 0.1. PD(Sn,A) は
(
n

2

)
+2n+1 次元の実ベクトル空間であ

る．基底となるベクトル場も具体的に書き表すことができる．
PD(Sn,A)の Lie環としての構造を調べると，それは Lie群 G

の Snへの作用の微分として得られることも分かった．
定理 0.2. 符号 (n + 1, 1)の不定値特殊直交群の単位元の連結成分
G = SO0(n + 1, 1)は一次分数変換で Sn に作用する．PD(Sn,A)
は G = SO0(n+ 1, 1)の Lie 環と同型である．

Gの固定部分群を計算して，SnをGの等質空間として表す．
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1 序論
1.1 研究の背景
[坪井 III]ではC∞ベクトル場と微分 1形式の違いを説明する例として，

2次元球面 S2上のC∞級ベクトル場と微分 1形式を立体射影による局所
座標系で表したとき，係数関数が多項式であるものについて述べられて
いる．結論として，S2上の多項式係数ベクトル場は有限次元 (6次元)で
あり，微分 1形式は 0しかないことが示されている．（問題 2.2.6 , p. 47）
この例を参考に n次元球面Snに対して立体射影による局所座標系に関し
て係数関数が多項式である C∞級ベクトル場を調べることにした．その
結果，Sn上の多項式係数ベクトル場の空間は有限次元であることが分か
り，次元やその基底を具体的に与えることに成功した．また，基底の間の
Lie括弧積を具体的に計算して，そのLie環としての構造について考えた．

1.2 研究の主結果
M を多様体，AをM のある局所座標系とする．M の各点で座標系A
に関して多項式係数で表される M 上の C∞ 級ベクトル場をM 上のA
に関する多項式係数ベクトル場と呼び、その全体のなすベクトル空間を
PD(M,A) と表す．このときPD(M,A)はLie括弧積について自然にLie

環をなす．
本論文では n 次元単位球面 Snについて， A を立体射影を用いた局所
座標系として PD(Sn) = PD(Sn,A)を考えた．次の 2つがこの論文の主
結果である．

(1) (定理??) PD(Sn)は
(
n

2

)
+ 2n+ 1次元の実ベクトル空間となる．そ
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の基底は VN 上で rv = ‖v‖とおくと次のものがとれる．

D
(2)
i =

n∑
k=1

(δikr
2
v − 2vivk)

∂

∂vk
(i = 1, 2, . . . , n)

D
(1)
i,j = vj

∂

∂vi
− vi

∂

∂vj
(1 ≤ i < j ≤ n)

D
(1)
0 =

n∑
k=1

vk
∂

∂vk

D
(0)
i =

∂

∂vi
(i = 1, 2, . . . , n)

(1.1)

(2) (??) 符号 (n+ 1, 1)の不定値特殊直交群の単位元の連結成分を

G = SO0(n+ 1, 1)

と書くと，Lie群Gは一次分数変換で Snに推移的に作用する．この
作用を微分することにより，PD(Sn)はGの Lie環 g = so(n + 1, 1)

と Lie環として同型になる．

1.3 本論文の構成
本論文では多様体やLie群・Lie環の一般論の説明を大幅に省略した．多
様体については [坪井 I]や [松本]，Lie群・Lie環については [示野]や [田丸]

を参照して欲しい．
§2では C∞級ベクトル場の座標変換の説明と，多項式係数ベクトル

場の定義をする．§3では n次元球面 Snの局所座標系を立体射影で与え，
n次元球面 Sn上の多項式係数ベクトル場 PD(Sn)を決定する．§4で符
号 (n + 1, 1)の不定値特殊直交群の単位元の連結成分G = SO0(n + 1, 1)

の Lie環 g = so(n + 1, 1)の定義とその Lie環としての構造を説明し，§
5でGから Snへの一次分数変換による推移的な作用を微分することで，
PD(Sn)と gが Lie環として同型である事を示す．§6では§5で使った一
次分数変換によるSnへの作用に関して，Lie群・Lie環の一般論から分か
る事実を述べる．
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2 多項式係数ベクトル場の定義
多様体上のC∞級ベクトル場の一般論については [坪井 I]や [松本]を参
照して欲しい．これらの内容は以下，自由に使うことにする．

2.1 多様体上のC∞ベクトル場
M を n次元 C∞級多様体，A = {(Ui, φi)}i∈ΛをM の局所座標系とす
る．つまり Ui ⊂ M は開集合で

φi : Ui → Vi ⊂ Rn

が局所座標を与えている．ここで，Vi ⊂ RnはRnの開集合であり，その
座標を v = (v1, v2, . . . , vn) = (vi)と書くことにする．M ⊂ Rℓが ℓ次元
ユークリッド空間Rℓに埋め込まれているC∞級多様体であるとき，Mの
xでの接空間は，x ∈ Uiとすると

TxM := d(φ−1
i )φi(x)(R

n) ⊂ Rℓ

の様にRℓの n次元部分空間と見なせる．本論文ではM ⊂ RℓとしてRℓ

の部分空間と TxMを同一視して考える．このとき接束は次の様に定義で
きる．
定義 2.1 (接束). M の接束は次の様に与えられる．

TM :=
{
(x,w) ∈ M ×Rℓ | x ∈ M,w ∈ TxM

}
接束から多様体への自然な射影を pとする．

p : TM → M, (x,w) 7→ x (射影)

定義 2.2 (多様体上の C∞級ベクトル場). X : M → TM : C∞級写像が
M 上のC∞級ベクトル場であるとは

p ◦X = idM　

が成り立つときに言う．ここで idM は恒等写像である．つまりXは TM

のC∞級切断である．
M 上の C∞ 級ベクトル場のなす実ベクトル空間を X ∞(M) と書く．

X ∞(M)には自然に f ∈ C∞(M)との積が考えられるので，X ∞(M)は
C∞(M)加群である．
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例 2.2.1 (ユークリッド空間上のC∞級ベクトル場). V ⊂ Rn 開集合，V

の座標を v = (v1, v2, . . . vn)と書くと，

X ∞(V ) =

{
n∑

i=1

fi(v)
∂

∂vi

∣∣∣∣∣ fi(v) ∈ C∞(V )

(1 ≤ i ≤ n)

}
(2.1)

定義 2.3 (ベクトル場の押し出し). M,N をC∞級多様体，その間の微分
同相写像 π : M

≃→ N があるとする．このときX ∞(M)からX ∞(N)へ
の πによる押し出しが定まる．

TM
π∗−−−→ TN

X

x π∗X

x
M

π−−−→ N

TxM
π∗=dπ−−−→ Tπ(x)N

∈ ∈
X(x) 7−→ (Dπ)xX(x)

(x ∈ M)

M 上のC∞級ベクトル場が座標変換によってどの様に表されるのかを
調べる．先ず，ユークリッド空間のときに述べよう．

U, V ⊂ Rn : 開集合 , π : U
≃−→ V 座標変換

u = (u1, u2, . . . un) ∈ U, v = (v1, v2, . . . vn) ∈ V,

π(u) = v

(2.2)

とする．Uの座標 u = (u1, u2, . . . un)で表されたU上のC∞級ベクトル場

ξ(u) =
n∑

j=1

fj(u)
∂

∂uj

∈ X ∞(U)

を考える．このとき，自然に
∂

∂uj

↔ ej ∈ Rn (第 j基本ベクトル)

という同一視を行うと
ξ(u) =

n∑
j=1

fj(u)ej

である．座標変換 πの全微分

(Dπ)u =

(
∂vi
∂uj

)
(1 ≤ i, j ≤ n)
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を用いて，この記法による π : U → V の微分は

(dπ)u

(
∂

∂uj

)
↔ (Dπ)uej =

n∑
i=1

(
∂vi
∂uj

)
ei ↔

n∑
i=1

(
∂vi
∂uj

)
∂

∂vi

と表され，π∗ξは V の座標を用いて

π∗ξ(v) =
n∑

j=1

fj(π
−1(v))

n∑
i=1

∂vi
∂uj

∂

∂vi
∈ X ∞(V ) (2.3)

と表される．従って各点 uでベクトル場の係数は
f1(u)

f2(u)
...

fn(u)

 dπ7−→ (Dπ)u


f1(u)

f2(u)
...

fn(u)

 (2.4)

と変換されることが分かる．
次に多様体M上の局所座標の間の変数変換について考えよう．φi : Ui →

Viを局所座標として Vi,j = φi(Ui ∩Uj)とし，Vi,jから Vj,iへの座標変換を
φi,j : Vi,j → Vj,iと書く．
補題 2.4 (多様体上のC∞級ベクトル場の座標変換). 上の設定の下に，

ξ ∈ X ∞(M), (φi)∗ξ |Ui
= ξ(i) ∈ X ∞(Vi)

とおくと，X ∞(Vj,i)において
Ui ∩ Uj 6= ∅ =⇒ (φi,j)∗(ξ

(i) |Vi,j
) = (ξ(j) |Vj,i

)

を満たす．

2.2 多様体上の多項式係数ベクトル場の定義
定義 2.5 (ユークリッド空間上の多項式係数ベクトル場). n次元ユーク
リッド空間上の多項式係数ベクトル場の全体を

PD(Rn) =

{
n∑

i=1

pi(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣ pi(x) ∈ R[x1, x2, . . . , xn]

}
で表す．PD(Rn)は無限次元ベクトル空間である．V ⊂ Rn (開集合)に
対してもPD(V )を同様に定義する．

8



定義 2.6 (多様体上の多項式係数ベクトル場). M をC∞級多様体，A =

{(Ui, φi)}i∈Λ をM のある座標近傍系，Vi = φi(Ui)とする．このとき，
ξ ∈ X ∞(M)がM 上のAに関する多項式係数ベクトル場であるとは

(φi)∗(ξ |Ui
) ∈ PD(Vi) (∀i ∈ Λ)

が成り立つことである。M 上のAに関する多項式係数ベクトル場のなす
ベクトル空間をPD(M,A)と書く．

3 n次元球面Sn上の多項式係数ベクトル場
これ以降，n次元単位球面

Sn = {x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}

上で考える．また，多項式係数ベクトル場は常に立体射影を用いた局所
座標系で考える．先ず，立体射影について説明する．

3.1 立体射影と座標変換
定義 3.1 (n 次元単位球面 Snの立体射影). N := (0, 0, . . . , 1) ∈ Snを北
極点として，開集合 UN := Sn\{N}をとる．x ∈ UN に対して xとN を
通る直線と {x ∈ Rn+1 | xn+1 = 0}との交点を (v, 0) = (v1, v2, . . . vn, 0) と
して，N からの立体射影 πN を

πN : UN −→ VN = Rn

∈ ∈

x 7−→ v

で定める．同様にS := (0, 0, . . . ,−1) ∈ Snを南極点として，開集合US :=

Sn\{S}における Sからの立体射影 πSを
πS : US −→ VS = Rn

∈ ∈

x 7−→ u

で定める．これらは微分同相写像であり，UN と US は Snを被覆するの
で，Snの局所座標系を

A = {(UN , πN), (US, πS)}
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ととれる．以降，この論文ではSnの局所座標系は常にAで考え，(Sn,A)

上の多項式係数ベクトル場の空間PD(Sn,A)を単にPD(Sn)と書く．
立体射影を x ∈ Snに対して座標を用いて具体的に計算すると，

πN(x1, x2, . . . , xn+1) =

(
x1

1− xn+1

,
x2

1− xn+1

, . . . ,
xn

1− xn+1

)
πS(x1, x2, . . . , xn+1) =

(
x1

1 + xn+1

,
x2

1 + xn+1

, . . . ,
xn

1 + xn+1

)
であり，VN から VSへの座標変換 φ : VN → VSは

u = φ(v) =
1

‖v‖2
v (v 6= 0)

となる．このとき φの全微分は(
Dφ
)
v
=

1

‖v‖4
(
δi,j‖v‖2 − 2vivj

)
1≤i,j≤n

=
(
δi,jr

2 − 2uiuj

)
1≤i,j≤n

(＊)

と計算できる．但し r = ‖u‖である．

3.2 n次元球面Sn上の多項式係数ベクトル場の決定
Sn上の多項式ベクトル場のなすベクトル空間PD(Sn)を求める．n = 2

の場合は [坪井 III, 問題 2.2.6 , p. 47]で与えられており，これを一般の n

について求めることが目的である．Sn上のC∞ 級ベクトル場がPD(Sn)

の元であるとは二つの座標 VN , VS両方の上で多項式係数となることだが，
VN 上で多項式係数で表されるベクトル場は，一般には Sn上のC∞ 級ベ
クトル場として拡張されない．
補題 3.2. VN上の多項式係数ベクトル場η ∈ PD(VN)に対して次の (1), (2)

は同値である．
(1) ∃ξ ∈ PD(Sn) s.t. (πN)∗(ξ |UN

) = η

(2) ∃ξ ∈ X ∞(Sn) s.t. (πN)∗(ξ |UN
) = η

補題 3.2の証明. η ∈ PD(VN)を

η =
n∑

j=1

Pj(v)
∂

∂vj

(
Pj(v) ∈ R[v]

)
10



として ηを座標変換 φ : VN → VSによって VS\{0}上で表す．‖u‖ = rと
書くと，式 (2.3)と同様にして

φ∗η =
n∑

j=1

Pj

( u

r2

) n∑
i=1

∂ui

∂vj

∣∣∣∣
φ−1(u)

∂

∂ui

=
n∑

i=1

fi(u)
∂

∂ui

ただし
fi(u) =

n∑
j=1

Pj

( u

r2

) ∂ui

∂vj

∣∣∣∣
φ−1(u)

である．式 (＊)より(
Dφ
)
v
=

1

‖v‖4
(
δi,jr

2 − 2vivj

)
1≤i,j≤n

★
=
(
δi,jr

2 − 2uiuj

)
1≤i,j≤n

に注意すると，fi(u)は分母が rの冪乗となる有理式で表される．最後の
等号★では

v =
1

‖u‖2
u =

1

r2
u

である事を用いた．
補題 3.3. P (u) ∈ R[u]を多項式，ℓ ∈ Z，r2 = ‖u‖2と P は互いに素と
する．

R(u) =
P (u)

‖u‖2ℓ

がC∞級である事と，ℓ ≤ 0つまりR(u)が多項式である事は同値である．

補題 3.3の証明. Rが多項式ならばC∞級であることは明らか．ℓ > 0を
仮定してC∞級でない事を示す．Q(u) = ‖u‖2ℓ = r2ℓとおいて

R(u) =
P (u)

Q(u)

とする．P (0) 6= 0ならばR(u)は r → 0で明らかに発散するので C∞級
でない．そこで P (0) = 0とする．ここで，

deg(R(u)) :=

{
(分子の次数)− (分母の次数) (R(u) 6= 0)

−∞ (R(u) = 0)
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を有理式の次数と定めると deg(R(u))<0ならば r→0で発散する．k =

deg(R(u)) ≥ 0とする．仮定よりRは多項式でないので k階偏微分が 0で
ない変数 uiが存在する．その uiに対してR(u)を uiで偏微分すると

∂

∂ui

R =
Pui

Q−Qui
P

Q2

であり，再び分母が rの冪乗となって

deg

(
∂

∂ui

R

)
= k − 1

となる．これを繰り返すと，k + 1階偏微分の次数は

deg

(
∂k+1

∂uk+1
i

R

)
= k − (k + 1) = −1

である．このとき r→0で発散する．よってRがC∞級であることと多項
式であることは同値である．
補題 3.3を用いると，φ∗ηが VS全体にC∞級ベクトル場として拡張さ
れるのは φ∗ηが VS\{0}で多項式係数となる場合のみである．
具体的に計算を行った結果，以下のことが分かった．

定理 3.4. PD(Sn)は
(
n

2

)
+ 2n+ 1次元の実ベクトル空間となる．その

基底は VN 上で rv = ‖v‖とおくと次のものがとれる．

D
(2)
i =

n∑
k=1

(δikr
2
v − 2vivk)

∂

∂vk
(i = 1, 2, . . . , n)

D
(1)
i,j = vj

∂

∂vi
− vi

∂

∂vj
(1 ≤ i < j ≤ n)

D
(1)
0 =

n∑
k=1

vk
∂

∂vk

D
(0)
i =

∂

∂vi
(i = 1, 2, . . . , n)

(3.1)

定理 3.4の証明. 補題 3.2と同様に η ∈ PD(VN)を

η =
n∑

j=1

Pj(v)
∂

∂vj

(
Pj(v) ∈ R[v]

)
12



とおく．r = ‖u‖とする．

φ∗η =
n∑

i=1

Qi(u)
∂

∂ui

としたとき，
Q1(u)

Q2(u)
...

Qn(u)

 =
(
Dφ
)
φ−1(u)


P1 ◦ φ(u)
P2 ◦ φ(u)

...

Pn ◦ φ(u)


=

( n∑
i=j

(δi,jr
2 − 2uiuj)Pj

( u

r2

))
1≤i≤n

であった．Pjの各斉次部分のみを考えることにする．Pjの k次の項を pj,k
とおいて，ベクトル場の斉次部分

ηk =
n∑

j=1

pj,k(v)
∂

∂vj
(0 ≤ k ≤ d)

を考える．
φ∗ηk =

n∑
i=1

qi,k(u)
∂

∂ui

とおくと 
q1,k(u)

q2,k(u)
...

qn,k(u)

 =
(
Dφ
)
φ−1(u)


p1,k ◦ φ(u)
p2,k ◦ φ(u)

...

pn,k ◦ φ(u)


=

( n∑
i=j

(δi,jr
2 − 2uiuj)pj,k

( u

r2

))
1≤i≤n

☆
=

1

r2k

( n∑
i=j

(δi,jr
2 − 2uiuj)pj,k(u)

)
1≤i≤n

と書ける．最後の等号☆では

pj,k

( u

r2

)
=

pj,k(u)

r2k
(3.2)
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である事を用いた．

Fk(u) =

(
Fi,k

)
1≤i≤n

=

( n∑
i=1

(δi,jr
2 − 2uiuj)pj,k(u)

)
1≤i≤n

とおくと，
deg(Fi,k) = k + 2

なので，qi,kの次数は

deg(qi,k) = deg

(
Fi,k

r2k

)
= (k + 2)− 2k = 2− k

である．補題 3.2より，qi,kは 2<k≤dでは不連続だから 0≤k≤2でなけれ
ばならない．（qi,kは 2<k≤dの成分は全て 0）ηkがPD(Sn)の元であるた
めの条件は，r2k | Fk(u)となることである．0≤k≤2の値で場合分けして
考える．

1) k = 2のとき．r4 | F2(u)ならば定数 a1, a2, . . . , an ∈ Rを用いて
F1(u)

F2(u)
...

Fn(u)

 =
(
Dφ
)
φ−1(u)


p1,2(u)

p2,2(u)
...

pn,2(u)

 = r4


a1
a2
...

an


と書ける． (

Dφ
)−1

φ−1(u)
=
(
Dφ−1

)
u
= r−4

(
Dφ
)
φ−1(u)

を両辺にかけて
p1,2(u)

p2,2(u)
...

pn,2(u)

 =

( n∑
i=1

(δi,jr
2 − 2uiuj)ai

)
1≤j≤n

(3.3)

と求まる．

2) k = 1 のとき ． pj,1は 1次式だから

pj,1 =
n∑

i=1

bi,jui (bi,j ∈ R)
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とおくと

Fi,1 =
n∑

j=1

(δi,jr
2 − 2uiuj)pj,1

=
n∑

j=1

n∑
ℓ=1

(δi,jr
2 − 2uiuj)bℓ,juℓ

= r2
( n∑

ℓ=1

bℓ,iui

)
− 2ui

( n∑
j=1

bj,ju
2
j +

∑
j<ℓ

(bℓ,j + bj,ℓ)ujuℓ

)
= r2

( n∑
ℓ=1

bℓ,iui

)
−2ui

{
b1,1u

2
1 +

n∑
j=2

(bj,j − b1,1)u
2
j +

∑
j<ℓ

(bℓ,j + bj,ℓ)ujuℓ

}
より，r2 | F1(u)となるのは{

bi,i = bj,j = λ

bi,j = −bj,i (i 6= j)
(3.4)

のときである．

3) k = 0のときは r0 = 1だから，pj,0は任意の定数で条件を満たす．

(3.3)，(3.4)と合わせて基底が求まった．

一般に，X ∞(M)は Lie環の構造をもち，PD(Sn) ⊂ X ∞(Sn)は有限
次元部分 Lie環となる．PD(Sn)はある Lie群の Lie環と同型である事を
示す．

4 不定値特殊直交群とそのなすLie環
4.1 Lie群・Lie環
定義 4.1 (Lie群). C∞級多様体G群であって，積と逆元をとる写像がC∞

であるとき，Gは Lie群であるという．
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定義 4.2 (Lie環). 実ベクトル空間 gがR上の Lie環であるとは次を満た
すR双線形な括弧積 g× g → gをもつ事である．
交代性 : [X,Y ] = −[Y,X]

ヤコビ恒等式 : [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 (X,Y, Z ∈ g)

例 4.2.1 (行列のなすLie環). n次正方行列の全体 g = Mn(R)はLie括弧
積を

[X,Y ] := XY − Y X (X,Y ∈ Mn(R)) (4.1)

と定めると Lie環となる．
例 4.2.2 (ベクトル場のなす Lie環). g = X ∞(M)（M はC∞級多様体）
は Lie括弧積を

[ξ, η] := ξ ◦ η − η ◦ ξ (ξ, η ∈ X ∞(M))

と定めると Lie環になる．
例 4.2.2の証明. ξ, η ∈ X ∞(M)が座標V上で

ξ =
n∑

i=1

fi(x)
∂

∂xi

η =
n∑

i=1

gi(x)
∂

∂xi

(fi, gi ∈ C∞(V ))

とする．このとき a ∈ C∞(V )に対して

[ξ, η]a = (ξ ◦ η − η ◦ ξ)a

=
n∑

i=1

fi

(
n∑

j=1

∂gj
∂xi

∂a

∂xj

+ gj
∂2a

∂xi∂xj

)

−
n∑

j=1

gj

(
n∑

i=1

∂fi
∂xj

∂a

∂xi

+ fi
∂2a

∂xi∂xj

)

=
n∑

i=1

( n∑
j=1

(
fj

∂gi
∂xj

− gj
∂fi
∂xj

)) ∂a

∂xi

(4.2)

となり，[ξ, η]は V 上でC∞級ベクトル場である．また，押し出しについ
ての公式

φ∗[ξ, η] = [φ∗ξ, φ∗η]
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より，座標変換の押し出しによって [ξ, η]はM 上で張り合う．よって Lie

括弧積はX ∞(M)で閉じている．式 (4.2)はLie括弧積の具体的な計算を
与える．写像の合成における結合則を用いることで交代性，ヤコビ恒等
式が成り立つことが確かめられる．

4.2 不定値特殊直交群のLie環
定義 4.3 (ローレンツ計量). Rn+2のローレンツ計量を x ∈ Rn+2に対し
て次の様に定める．

〈x, x〉 = x⊤Ix =
n+1∑
i=1

x2
i − x2

n+2

I := In+1,1 =

(
In+1

−1

)
定義 4.4 (符号 (n + 1, 1)の不定値特殊直交群). Gを符号 (n + 1, 1)の不
定値特殊直交群の単位元の連結成分とする．

G = SO0(n+ 1, 1) = {g ∈ SL(n+ 2,R) | g⊤Ig = I, gn+2,n+2 > 0}

つまりGはローレンツ計量を不変にする様な Lie群である．
Gの単位元の接空間として gを定義する．
定義 4.5 (Gの Lie環 g). g = TeG = so(n+ 1, 1)

gは例 4.2.1の式 (4.1)と同じ Lie括弧積で Lie環になる．g(t)をG上の
C∞級曲線とみて tgIg = Iの両辺を微分する事で

g = {A ∈ SL(n+ 2,R) | A⊤I + IA = 0}

=

{(
B b

b⊤ 0

)
∈ SL(n+ 2,R)

∣∣∣∣∣ B ∈ SL(n+ 1,R), b ∈ Rn+1

}
が得られる．また，基底の間のLie括弧積を計算すると，綺麗な関係性が
見られた．

命題 4.6 (gの基底と Lie括弧積). g = so(n+ 1, 1)は
(
n

2

)
+ 2n+ 1次元

の実ベクトル空間となる．基底とそのLie括弧積は次のとおりである．こ
こでEi,jを (i, j)成分のみ 1で他は 0の n次正方行列（行列単位）とする．
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• gの基底

Xi,j = Ej,i − Ei,j （ 1 ≤ i < j ≤ n+ 1 ）
Yi = Ei,n+2 + En+2,i （ 1 ≤ i ≤ n+ 1 ） (4.3)

• 基底の Lie括弧積

[Xi,j, Xj,k] = Xk,i

[Yi, Yk] = Xk,i

[Xi,j, Yi] = Yj

(i 6= j 6= k) (4.4)

5 n次元球面 Sn上の多項式係数ベクトル場のな
すLie環

PD(Sn)と g = so(n + 1, 1)を Lie環として比較する．式 (3.1)と (4.3)

の基底の取り方では基底同士のLie括弧積は一致しないが，実は両者は同
型である．そこで，Gから Snへの作用を用いて gの元からPD(Sn)の元
への対応を作る．

5.1 Gのn次元球面Snへの作用
Gによる Snへの作用 · を一次分数変換を用いて構成する．

G× Sn ϕ1−→ Rn+1 × (R>0)
ϕ2−→ Rn+1

∈ ∈ ∈

(g, x) 7−→ g

(
x

1

)
=

(
y

α

)
7−→ y

α

g · x := ϕ2 ◦ ϕ1(g, x) (5.1)

補題 5.1. (5.1)で定めた写像 ·は，Gの Snへの推移的な作用である．

補題 5.1の証明. まず，well-definedである事を示す．

x ∈ Sn, ω =

(
x

1

)
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とする．‖x‖ = 1より，

〈

(
y

α

)
,

(
y

α

)
〉 = 〈ω, ω〉 = 〈gω, gω〉 = ‖x‖2 − 1 = 0

であり，
〈

(
y

α

)
,

(
y

α

)
〉 = ‖y‖2 − α2

だから，‖y‖ = |α| となる．α = 0 ならば y = 0 だが，gは正則行列だか
ら α 6= 0 である．G × Snは連結なので，αの正負は

(
x

1

)
の第 n + 2成

分と一致する．従って，α > 0 である．これから， y

α
∈ Sn も分かる．{(

A

1

)
∈ M(n,R) | A ∈ SL(n+ 1,R)

}
⊂ G

であって，SO(n + 1)は Snに推移的に作用しているから，Gの Snへの
作用 ·が推移的である事も明らかである．

5.2 gからPD(Sn)への対応
t = 0で単位元を通るGの 1係数部分群を

g(t) = etA (A ∈ g)

で定める．g(t)による一次分数変換による Snへの作用は，微分すること
によって自然に Sn上のC∞級ベクトル場を定める．このベクトル場のな
すベクトル空間と PD(Sn)とを比較する．gからGへの対応を指数関数
で定める．

exp: g −→ G

∈ ∈

A 7−→ eA

これは， ∂

∂t
etA
∣∣∣∣
t=0

= Aを満たしている．この対応は，次の補題よりwell-

definedである．

補題 5.2. A ∈ g ならば eA ∈ G である．
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補題 5.2の証明. (eA)⊤IeA = I を示す．I2 =単位行列より，A⊤I+IA =

0に Iをかけて
I(−A)I = A⊤

よって
(eA)⊤IeA = eA

⊤
IeA = eI(−A)IIeA = Ie(−A)eA = I

より示された．
A ∈ gを expでG上に写し，etAの Snへの作用の t微分で Sn上のベク
トル場を得る．
定理 5.3. この操作によって，gの基底から得られた Sn上のベクトル場
のなすベクトル空間の基底は VN 上で以下の様に表されるものである．

X̄i,j = vj
∂

∂vi
− vi

∂

∂vj
(1 ≤ i < j ≤ n)

X̄i,n+1 =
1

2
(r2 − 1)

∂

∂vi
+

n∑
k=1

vivk
∂

∂vk
(i = 1, 2, . . . , n)

Ȳi =
1

2
(r2 + 1)

∂

∂vi
+

n∑
k=1

vivk
∂

∂vk
(i = 1, 2, . . . , n)

Ȳn+1 =
n∑

k=1

vk
∂

∂vk

(5.2)

この基底のなすベクトル空間はPD(Sn)と一致する．
PD(Sn)の式 (3.1)での基底との変換は次の様になる．

D
(1)
i,j = X̄i,j

D
(1)
0 = Ȳn+1

D
(0)
i = Ȳi − X̄i,n+1

D
(2)
i = Ȳi + X̄i,n+1

(5.3)

また，Lie括弧積を実際に計算して比較する事で次が得られた．
定理 5.4. g = so(n+ 1, 1)とPD(Sn)は Lie環として同型であり，その g

からPD(Sn)への対応は {
Xi,j 7−→ X̄i,j

Yi 7−→ Ȳi

(5.4)

である．
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6 Snの等質空間表示
定義 6.1. 群Gが集合M に推移的に作用するとき，M はGに関して等
質であるという．
[田丸]によると
定理 6.2. M が群Gに関して等質であるとき，M をある点 p ∈ M の固
定部分群Gp ⊂ Gを用いてM = G/Gpと表せる．（[田丸]を参照）
Gの Snへの作用について，北極点N の固定部分群Pを計算し，Snの
等質空間表示を求める．
定義 6.3 (N の固定部分群).

P = {g ∈ G | g ·N = N}

定理 6.4 (等質空間表示). P はGの極小放物型部分群であり，この P を
用いて n次元単位球面 Snは等質空間として

Sn ' G/P

と表される．
定理 6.5. P '

(
SO(n,R)×R>0

)
⋉Rn. が成り立つ．またこの時，P の

Lie環 pは次の様に与えられる．

p = TeP =


 A −b b

(−b)⊤ 0 c

(−b)⊤ c 0

 ∈ M(n+ 2,R)

∣∣∣∣∣∣∣
A ∈ SL(n,R)

b ∈ Rn, c ∈ R


.

7 まとめ
7.1 今後の課題
本研究で n次元球面Sn上の立体射影による局所座標系に関する多項式
係数ベクトル場の具体的な構造が分かった．また，今回は天下り的に用
いたが，Lie群GからC∞級コンパクト多様体M への推移的なC∞級の
作用があるとき，Gの Lie環と Lie環として同型なX ∞(M)の部分空間
が得られる．これがいつ多項式係数になるのか，他にどのような特徴付
けがあるのかなど問題は多数考えられる．他に研究課題として次の様な
ものが考えられる．
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• Snの等質空間表示G/P の幾何学を学ぶ．

• 球面以外のコンパクト多様体でも多項式係数ベクトル場が考えられ
るのか調べる．

• 非自明な多項式係数ベクトル場が存在する局所座標系の存在や条件
を調べる．

7.2 将来への展望
本研究では多様体論や Lie群・Lie環の知識の不足を指導教員の西山先
生に補って頂きながら研究を進めた．学習を進め，より深い理解を得た
い．また，微分形式の学習を再開しベクトル場との相互関係を考えたい．
リーマン幾何学にも興味があり，これから学んでいきたい．
最後に，一年間熱心に指導して下さった西山享先生に深く感謝を申し
上げます．また，卒業研究発表会で助言を下さった松田能文先生，川崎
盛通先生にもお礼申し上げます．
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