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1 序論

1.1 研究の背景

　本研究の動機は，私が「結晶群」という本を読んだのがきっかけである.この本 [3]に
は正多面体の持つ回転対称性のなす集合は，幾つかの「代数的構造」を持つと書かれてお
り，図形の対称性を数学的に記述できることに興味を持った. また，読み進めるうちに図
形の対称性と群には深い関係があることを学んだ. 本研究では図形の対称性のなす群とし
て有名な正多面体群の構造について理解することから始めて，正多面体に内接する図形と
正多面体群の部分群 (p-Sylow部分群)との対応について研究する.

1.2 研究の主結果

正多面体は以下の条件を満たす立体のことである.

• 有限個の面で構成される凸多面体である.

• 各面は合同な正多角形からなる.

• 各頂点に集まる面の数は同一である.

正多面体は 5種類存在し，それらは正 4面体，正 6面体，正 8面体，正 12面体，正 20面
体である. これを記号で Tn(n = 4, 6, 8, 12, 20)と書く
有限群Gの位数を nとする. また，素数 pに対して nを割り切る pの最大のべき乗を

pmとする.このとき，Gの部分群で位数が pmに等しいものをGの p-Sylow部分群という.

本論文の主結果は以下である.

• Tnに内接する図形と p-Sylow部分群の対応

1. T4に内接する図形と p-Sylow部分群
p = 2の場合:

2-Sylow部分群に対応する図形:正方形 (図 4参照).

2-Sylow部分群の正規化群に対応する図形:正方形 (図 4参照).

2-Sylow部分群に対応する図形の個数は 3つ.

P = 3の場合:

3-Sylow部分群に対応する図形 :いびつな 6角形 (図 1, 2参照).

3-Sylow部分群の正規化群に対応する図形: 正 6角形 (図 3参照).

2. T6, T8に内接する図形と p-Sylow部分群
p = 2の時:

2-Sylow部分群に対応する図形:正方形 (図 6参照).
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2-Sylow部分群の正規化群に対応する図形:正方形 (図 6参照).

2-Sylow部分群に対応する図形の個数 3つ.

• 2-Sylow部分群とその正規化群に対応する図形との関係

T4の場合， 3-Sylow部分群に対応するいびつな 6角形を連続的に変形させていくと
3-Sylow部分群の正規化群に対応する正 6角形になった.

Tnに内接する図形と p-Sylow部分群には深い関係があることがわかった. 今回の結果
を踏まえると，図形を考れば p-Sylow部分群がわかり, その個数もわかるということがわ
かった.

1.3 本論文の構成

§ 2では正多面体群の性質を述べるために，群の定義，記号，性質ついて述べる. その
後，正多面体群の合同変換，構造について述べる.§ 3では p-Sylow部分群、安定化群につ
いて定義する. また，p-Sylow部分群の個数の性質について述べる. その後で T4と T6, T8

の場合で p-Sylow部分群に対応する図形を紹介をする. § 4では研究結果のまとめと今後
の課題について述べる.

2 正多面体群

2.1 群について

この節では，正多面体群の性質を述べるために，群の定義，記号，性質ついて述べる.

定義 1 (群). 空でない集合 Gに演算 ∗ が与えられていて，次の条件を満たすとき，(G，∗)
は 群 であると言う.

• (結合法則) Gの任意の元 a, b, cに対して

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c (1)

が成り立つ.

• (単位元の存在) Gの元 eが存在して，Gの任意の元 aに対して

a ∗ e = e ∗ a (2)

が成り立つ. このとき，元 eをGの単位元という.
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• (逆元の存在) Gの任意の元 aに対して，Gの元 bが存在して

a ∗ b = b ∗ a = e (3)

が成り立つ. このときGの逆元を a−1と書いて，b = a−1で表す.

以下群の演算 ∗は，しばしば省略して a ∗ b と書く代わりに abと書く.

定義 2 (有限群，位数). 有限個の元からなる群を有限群と呼び，元の個数をその群の位
数と呼ぶ. 有限群Gの位数は |G|と表される.

定義 3 (巡回群). 唯一つの元で生成される群を巡回群という. このとき，Gは次のように
表される.

G = ⟨g⟩ = {gn | n ∈ Z} (4)

定義 4 (置換群). 集合XからXへの全単射をXの置換という. Xの置換全体を S(X)で
表す. 写像の合成を積として S(X)は群になる. Xn = {1, 2,…, n}の時，S(X)は n次対
称群と呼ばれ，S(X)を Snで表す. すなわち

Sn := {f : Xn → Xn | f は全単射 } (5)

である. また，Snの偶置換全体がなす群を n次交代群と呼び，Anと表す. すなわち

An := {f ∈ Sn | f は偶置換 } (6)

である.一般に置換群の元 f は

f =

(
1 2 · · · n

f(1) f(2) · · · f(n)

)
(7)

のように書き表すことができる.

例 5 (3次対称群 S3). S3の元は以下の 6個である.(
1 2 3

1 2 3

)
= e

(
1 2 3

2 1 3

)
= (12)

(
1 2 3

2 3 1

)
= (123)

(
1 2 3

1 3 2

)
= (23)

(
1 2 3

3 2 1

)
= (13)

(
1 2 3

3 1 2

)
= (132)

ここで (12)は互換，(123)は 3次の巡回置換を表す.

例 6 (3次交代群A3). A3の元として以下の 3個がある(
1 2 3

1 2 3

)
= e

(
1 2 3

2 3 1

)
= (12)

(
1 2 3

3 2 1

)
= (132)
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定義 7 (剰余類). Gを有限群とし，HをGの部分群とする. Gの元 xに対して，Hの元
hをかけたもの全体をGによる剰余類という. すなわち

xH := {xh | h ∈ H} (8)

である. xHを xを代表元とする左剰余類という. Hxを右剰余類という.

定義 8. Gの部分群Hに対し，左剰余類G/Hの位数を (G：H)と書き，HのGにおける
指数という. すなわち

(G：H) = |G/H| (9)

である. さらに

|G/H| =
|G|
|H|

(10)

である.

定理 9 (Lagrangeの定理). Gを有限群とし， HをGの部分群とする. このとき，Hの位
数 |H|はGの位数 |G|の約数である.

証明は [2，(11.1)定理]を参照してほしい.

定義 10 (群準同型，群同型). 2つの群G，G′に対して写像

φ : G → G′ (11)

が性質
φ(ab) = φ(a)φ(b) (a, b ∈ G) (12)

を満たす時，φ を G からG′への準同型という. さらに，φ が全 (単)射の時，φを全 (単)

準同型といい，特に φが全単射の時，φを同型という. 2つの群G，G′の間に同型写像が
存在する時，GとG′は同型であるといい，

G ∼= G′ (13)

と書く.

2.2 正多面体群の定義

この節では，正多面体と合同変換の定義を与えた後，正多面体群の定義をする.

定義 11 (正多面体). 正多面体は以下の条件を満たす立体のことである.

• 有限個の面で構成される凸多面体である.
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• 各面は合同な正多角形からなる.

• 各頂点に集まる面の数は同一である.

正多面体は 5種類存在し，それらは正 4面体，正 6面体，正 8面体，正 12面体，正 20面
体である. これを記号で Tn(n = 4, 6, 8, 12, 20)と書く

定義 12 (合同変換). 合同変換とは n次元ユークリッド空間 Enから Enへの写像 f が以
下を満たすことである.

• f は全単射

• Enの任意の元 x, yに対して xと yの間の距離が f(x)と f(y)の間の距離と等しい.

すなわち，
d(x, y) = (f(x)，f(y)) (x, y ∈ En) (14)

が成り立つ.

定義 13 (正多面体群). 原点を重心に持つ正多面体 Tn(n = 4, 6, 8, 12, 20)を不変に保つ合
同変換を Tnの合同変換といい，Tnの合同変換全体をQ(n)と表す. Tnの合同変換のうち
回転のみからなる群を P (n)と表す. 2つの群をまとめて正多面体群という.

2.3 正多面体群に属する合同変換の分類

この節では，正多面体群に属する合同変換には，どのようなものがあるのかを紹介する.

定理 14. 正多面体の重心をOとする時，正多面体群に属する回転の回転軸は

1. Oと頂点を通る直線

2. Oと辺の中点を通る直線

3. Oと面の重心を通る直線

の 3種類である. これらの軸のまわりの定角度の回転は正多面体を不変に保つ. (回転角は
正多面体により異なる. また，上の 3つの場合，1, 2, 3によっても異なる.)

(証明). 正多面体群に属する回転は正多面体を不変に保つ. よって，正多面体の重心Oは
重心Oに移る. これより回転の回転軸は重心Oを通る.

重心Oを通る直線は必ず多面体上の 2点と交わる (中間値の定理). 交わる 2点のうち 1

点を aとする. このとき，aは頂点，辺上の点，面上の点のいずれかになる.

aが頂点の時，回転軸は重心Oと頂点を通る直線になる.
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aが頂点ではなく，辺 b上にある時，辺は辺に移るので辺 bはある辺に移る. この時，a

は動かない. また，aを含む辺は bしかないので，bは bに移る (bは保たれる). よって，b

の重心 (中点)は重心 (中点)に移る. これより回転軸はOと辺の中点を通る直線になる.

aが頂点でも辺上でもない面上にある場合も同様に考えると，回転軸はOと面の重心を
通る直線になる事がわかる.

定理 15. 正多面体の重心をOとする時，正多面体群に属する鏡映の鏡映面は

1. ある辺とOを含む平面

2. ある辺の垂直二等分面とOを含む平面　

の 2種類である.

(証明). 正多面体群に属する鏡映は正多面体を不変に保つ. よって，正多面体の重心Oは
重心Oに移る. これより鏡映の鏡映面は重心Oを通る.

重心Oを通る鏡映面は必ず多面体と交わる. 鏡映面と多面体の交わりは多角形となり，
点が無限個ある.

頂点は有限個なので鏡映面と多面体の交わり部分には必ず頂点以外の点が含んでる. よっ
て，頂点以外の点を考える.

鏡映が頂点ではない辺上の点を固定した時，その辺はある辺に移る. 固定点があるので
その辺は自分自身に移る. よって，辺の重心 (中点)は辺の重心 (中点)に移る. これより中
点は鏡映面上にある. この場合，(1)辺自身が鏡映面上にある場合と (2)中点のみ鏡映面上
にある場合がある.

(1)の時，鏡映面はある辺とOを含む平面になる.

次に (2)の場合，まず辺の端点について考える. 端点が不変の時，鏡映面はある辺とO

を含む平面になる. 端点が動く時，鏡映面はある辺の垂直二等分面とOを含む平面にな
る. 辺を含まない面上の点の場合も同様に考えると，鏡映面は 2つの頂点と重心Oを通る
平面になる. 正多面体の場合，この鏡映面は定理 14の 1または 2になる.

2.4 正多面体群の元と置換の対応

この節では，正多面体群と同型な群を紹介する.

定理 16. P (4) ∼= A4(4次対称群)

(証明). 正 4面体の各頂点を 1, 2, 3, 4とする. この時，正 4面体を不変に保つ回転 (P (n)

の元)は頂点を頂点に移す. 従って，正 4面体を不変に保つ回転は頂点 1, 2, 3, 4の置換を
引き起こす. このような回転は定理 13より 3種類ある. それぞれ場合を尽くすと次のよう
になっている.

1. Oと頂点を通る直線 (Oと面の重心を通る直線)のまわりの 2
3
π, 4

3
π 回転
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2. Oと辺の中点を通る直線のまわりの π回転

正 4面体の場合，Oと頂点を通る直線とOと面の重心を通る直線は同じである. 1の場合，
頂点に対応して軸は 4つある. よって，回転は 8通り. 2の場合，軸は 3つある. よって，
回転は 3通り. これに恒等変換 eを合わせて全部で P (n)の元は 12通り存在する. 正多面
体群の元がある時，頂点は頂点に移るので，頂点の間の置換は全単射を引き起こす.それ
は S4の元である. また，P (n)の元の間に定義される演算 (回転の合成)とA4の元の間に
定義される演算 (互換の積)はどちらも２つの元を続けて行うことなので準同型が成り立
つ. 像は全体ではA4にしか入っていない. よって，P (4) ∼= A4である.

定理 17. Q(4) ∼= S4

(証明). 正 4面体の各頂点を 1, 2, 3, 4とする. この時，正 4面体を不変に保つ合同変換
(Q(n)の元)は頂点を頂点に移す. 従って，正 4面体を不変に保つ合同変換は頂点 1, 2, 3, 4

の置換を引き起こす. Q(4)の元の間に定義される演算 (回転の合成) と S4の元の間に 定
義される演算 (互換の積) はどちらも 2 つの元を続けて行うことなので準同型が成り立つ.

Q(n)に属する合同変換は 1次変換なので単射. また，Q(n)に属する合同変換からすべて
の置換が得られるので全射. これよりQ(4) ∼= S4である.

下図の正多面体群 P (n), Q(n)と同型な群については [2, p. 50,63]を参照.

n 4 6 8 12 20

P (n) A4 S4 S4 A5 A5

Q(n) S4 S4 × Z2 S4 × Z2 S5 S5

　

表 :正多面体群 P (n),Q(n)と同型な群

2.5 双対多面体

この節では，双対多面体について定義する. また，その定義から得られる補題について
紹介する.

定義 18 (双対多面体). 双対多面体とはある多面体の頂点と面を入れ替えた立体のことを
いう. 具体的には面の重心を新たな頂点とし，辺で接する面の重心同士を辺で結び，頂点
で接する面の重心を結ぶ多角形を面とする.

正多面体の双対は，また正多面体になる. その関係は

• 正 4面体⇐⇒ 正 4面体 (自己双対)

• 正 6面体 ⇐⇒ 正 8面体
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• 正 12面体 ⇐⇒ 正 20面体

となる. これより次の補題を得る.

補題 19. 互いに双対な正多面体に対応する群は同型である. すなわち

{
P (6) ∼= P (8)

Q(6) ∼= Q(8)

{
P (12) ∼= P (20)

Q(12) ∼= Q(20)
(15)

である.

双対関係である互いの多面体は同じ対称性を持つ. そのため，正多面体が五種あるのに
対して，正多面体群は三種しかない.

3 Tnに内接する図形とp-Sylow部分群の対応
この章では Tnに内接する図形と p-Sylow部分群の対応を考えるため，先に p-Sylow部
分群，正規化群，安定化群について定義する. また，p-Sylow部分群の個数の性質につい
て述べる. その後，T4と T6, T8の場合で対応する図形を紹介する.

3.1 p-Sylow部分群

定義 20 (p-Sylow部分群). Gを有限群とし，H を Gの部分群とする. pが素数であり，
pmを Gの位数 |G|を割り切る最大のべき乗とした時，H の位数 |H| = pmとなるH を
p-Sylow部分群と呼ぶ.

定義 21 (正規化群). Gを有限群とし，HをGの部分群とする. このとき

NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H} (16)

と表す集合をHの正規化群という.

定理 22 (Sylowの定理 ([2]，(20.3)定理)). npをG の p-Sylow部分群の個数とする時，次
が成り立つ.

np = |G : NG(H)| = |G|
|NG(H)|

(17)

np ≡ 1 (mod p) (18)

p-Sylow部分群の詳しい事については，同研究室の片柳創氏の論文 [5]を参照してほしい.
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定義 23 (安定化群). x ∈ Xに対して，xを固定するG における元全体の集合を，xの安
定化群 (stabilizer) と呼び，StabG(x)と書く. すなわち

StabG(x) = {g ∈ G | gx = x} (19)

である.

3.2 T4の場合

以下 T4の辺の長さを 1とする. Q(4) ∼= S4をGとする. |G| = 23・3と素因数分解でき
るのでGの部分群として 2-Sylow部分群，3-Sylow部分群しか存在しない. T4の各頂点を
1, 2, 3, 4とする. Q(4)は頂点の入れ替えを行い S4に対応する.

3.2.1 3-Sylow部分群

以下 x, yの条件は

0 < x, 0 < y, 0 < x+ y < 1 (20)

とする. U3を 3-Sylow部分群とする. この時，|U3| = 3. 位数 3となる群は巡回群のみし
かない. 各頂点と重心Oを通る軸のまわりの回転は位数 3の巡回群になっている. この回
転によって保たれる図形がU3になるものを探すと図形A(x ̸= yの時)が得られた. 図形A

は T4に内接するはいびつな 6角形である. Aの安定化群は

StabG(A) = {e, (123), (132)} = U3 (21)

図 1: 図 2:

3-Sylow部分群 U3の正規化群を計算すると

NG(U3) = {e, (12), (13), (23), (123), (132)} (22)
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となることがわかった.

互換 (12), (13), (23)はそれぞれ
辺 3− 4と中心O

辺 2− 4と中心O

辺 1− 4と中心O

を含む鏡映面による鏡映である. これらの鏡映と先ほど記述した回転をもとに図形を探す
と図形B(Aの x, yが x = yを満たす時)が得られた.

図形Bは T4の面に内接する正 6面体である.

図 3:

ここで図形Aと図形Bの関係性について記述する.

x ̸= yの時，いびつな 6角形となり x = yの時，正 6角形となる. このようにU3に対応
するいびつな 6角形を連続的に変化させるとNG(U3)に対応する正 6角形なった. 3-Sylow

部分群の個数 n3は |NG(U3)| = 6 より

n3 =
|G|

|NG(U3)|
= 4 (23)

であるが，Bはちょうど各面に 1つずつ，計 4個の合同な図形としている存在しているこ
とに注意する.

3.2.2 2-Sylow部分群

U2をGの 2-Sylow部分群とする.この時, |U2| = 8. これに対応する図形は図形 4の図形
Cである. 図形Cは T4の辺 

1− 2

2− 3

3− 4

4− 1
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の中点を結んでできる正方形である. この時，図形Cの安定化群は

StabG(C) = {e, (13), (24), (13)(24), (12)(34), (23)(14), (1234), (1432)} = U2 (24)

となることが計算により確かめられる.

図 4:

2-Sylow部分群 U2の正規化群を求めると

NG(U2) = {e, (13), (24), (13)(24), (12)(34), (23)(14), (1234), (1432)} (25)

NG(U2) = U2となるのでNG(U2)に対応する図形も U2と同じ図形Cである.

n2は |NG(U2)| =8より

n2 =
|G|

|NG(U2)|
= 3 (26)

これより T4内に図形Cのような正方形は 3つ存在する.

3.3 T6, T8の場合

以下 U2とAについては T4の場合と異なるものを指す. G=Q(6) ≃ Q(8) ≃ S4 × Z2を
考える. |G| = 48 = 24・3と素因数分解できるので 2-Sylow部分群，3-Sylow部分群しか存
在しない.

正 6面体の対角線をそれぞれ 1, 2, 3, 4とする. Q(n)の合同変換は対角線の移り合い
を行い，S4に対応する. Q(n)の合同変換うち回転を +1，回転以外合同変換を −1とし
Z2 = {±1} に対応する.
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図 5:

3.3.1 2-Sylow部分群

U2をGの 2-Sylow部分群とする.この時, |U2| = 16. これに対応する図形は，図形 6の
図形Aである.

図形Aは 4つの面 2⃝− 5⃝の重心を結ぶ正方形である.この時, 図形Aの安定化群は

StabG(A) ={(e,±1), ((13),±1), ((24),±1), ((13)(24),±1),

((12)(34),±1)((14)(23),±1), ((1234),±1)((1432),±1)}(複合同順)

図 6:

2-Sylow部分群 U2の正規化群を求めると

StabG(A) ={(e,±1), ((13),±1), ((24),±1), ((13)(24),±1), (27)

((12)(34),±1), ((14)(23),±1), ((1234),±1)((1432),±1)} (28)

＝NG(U2)(複合同順) (29)
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NG(U2) = U2となるので NG(U2)に対応する図形も U2と同様に図形 Aとなる. n2は
|NG(U2)| = |U2| = 16より

n2 =
|G|

|NG(U2)|
= 3 (30)

これより図形Aのような立方体は 3つ存在する.
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4 結論

4.1 研究結果のまとめ

本研究では，正多面体群について理解するために実際正多面体の模型やGeogebraを使っ
て考察した. 考察していくたびに図形の対称性と置換の対応について深く理解することが
できた. このことは正多面体に内接する図形と p-Sylow部分群の対応を考える上でとても
役に立った. 結果として以下を求めることができた.

• T4時の p-Sylow 部分群,その正規化群に対応する図形 (p=2,3の場合)

• T6, T8時の 2-Sylow 部分群,その正規化群に対応する図形

• 上記の場合の Sylow部分群に対応する図形の個数 (T4の場合の p=2の時を除く)

• T4時の 2-Sylow部分群とその正規化群に対応する図形との関係

4.2 今後の課題

• T6, T8に内接する図形で 3-Sylow 部分群,正規化群に対応するものを探す.

• T12, T20に内接する図形で p-Sylow 部分群,正規化群に対応するものを探す.

• p-Sylow部分群,正規化群に対応する図形にどのような共通点があるか考察する.

最後に，卒業研究を進めるにあたり，論文の添削など丁寧かつ熱心なご指導を頂き西山
亨教授に深謝いたします. また，1年間をともに過ごした西山研究室の皆様に感謝いたし
ます.
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