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1 序論

1.1 研究の背景

私が本研究に至った動機は，2, 3年次に群，環，体と代数学の基礎的な概念を学び，内
容に興味を持ったからである．群論を学ぶ中で様々な部分群を考える必要があるが，部分
群にはかなり強い制約が課せられている．本論文中にも紹介するが，Lagrangeの定理に
よると有限群の部分群の位数は，その有限群の位数の約数であるということが知られてい
る．そこで，その逆である，「有限群の位数の約数を位数とする部分群は必ず存在するか」
という問いが自然に生まれる．しかし，一般にはその答えは否定的である．ところが，特
別な約数の場合にはそのような位数を持つ部分群の存在が示され，部分群の分類など役立
つ．そのようなものの一つが Sylow部分群である．特殊な部分群ではあるが，基本的な部
分群の構造に役立つ Sylow部分群に興味を持ったのが本研究を始めた動機である．

1.2 研究の主結果

pを素数とする．このとき，

Fp := Z/pZ :有限体

とする．また，Fpの元を成分に持つ 2× 2の正則行列全体がなす群をGL2(Fp)と表す．
有限群Gの位数を nとする．また，素数 qに対して nを割り切る qの冪で最大のもの
を qe (e ≥ 0)とする．このとき，Gの部分群で位数が qeに等しいものをGの q-Sylow部
分群という．
Gの一つの例として，GL2(Fp)を本論文では考える．本研究の主結果とは以下の 2つで
ある．G = GL2(Fp)とする．

(1) p = 2, 3, 5, のとき，GL2(Fp)の q-Sylow部分群を全て決定した．

p = 2，G = GL2(F2) (定理 17)

q 2 3

q-Sylow部分群の個数 3 1

位数 qeの元の固有方程式Φ(x) x2 + 1 x2 + x+ 1

p = 3，G = GL2(F3) (定理 18)

q 2 3

q-Sylow部分群の個数 3 4

位数 qeの元の固有方程式Φ(x) 存在しない x2 − 2x+ 1
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p = 5，G = GL2(F5) (定理 19)

q 2 3 5

q-Sylow部分群の個数 15 10 6

位数 qeの元の固有方程式Φ(x) 存在しない x2 + x+ 1 x2 − 2x+ 1

となった．Sylow部分群と固有方程式は密接に関係していることが観察できた．し
かし，時間不足のため，それを正確に表すのは現時点では難しい．

(2) q = pのときにはG = GL2(Fp)の p-Sylow部分群を決定できた．Gの p-Sylow部分
群は

U =

{(
1 k

0 1

)
∈ GL2(Fp) | k = 0, 1, . . . , p− 1

}
のような部分群U の共役部分群となっている．また，p-Sylow部分群の個数は p+1

である．(定理 20)

q-Sylow部分群 (q ̸= p)は，位数 qeが e = 1であれば巡回群となるが，個数の性質
は時間不足でわからなかった．また，e > 1の場合は Fpを一般にすると難しそう
だった．

1.3 本論文の構成

2章では，群とはどういったものであるか，という定義から始まり，剰余類，作用，軌
道と群にどのような概念を加えることで群論の至る幅を広げているのかを紹介する，3章
で Sylowの定理を紹介・証明する．4章ではGL2(Fp)の p-Sylow部分群を p = 2, 3, 5に
おいて全て決定する．また，一般の pにおいての p-Sylow部分群の構造を考察する．

1.4 参考

同研究室の菅亮輔氏が Sylow部分群と正多面体の対称性の関係について研究している
ので，そちらの卒業論文 [5]も参照していただきたい．
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2 群の基本的な性質
この節では群の定義を与えたあと，本論文で考察する群の紹介をする．また，Sylowの
定理の証明に使用する，作用や軌道といった概念を紹介する．

定義 1 (群). 集合GとG上の 2項演算 ∗が性質 (1)−(3)を満たすとき、Gは群であると
いう．∗を集合G上の 2項演算とし，σ, τ, ρ ∈ Gとする．

(1) (結合律) ∀σ, τ, ρに対し，σ ∗ (τ ∗ ρ) = (σ ∗ τ) ∗ ρが成り立つ．

(2) (単位元の存在) ∃ε ∈ Gが存在して，∀σに対し，ε ∗ σ = σ ∗ ε = σが成り立つ．

(3) (逆元の存在) ∀σに対し，∃ξ ∈ Gが存在して σ ∗ ξ = ξ ∗ σ = εが成り立つ．

∗は以下省略して，a ∗ b = abのように書くことが多い．

Gが群のとき，Gの元の個数 (集合Gの濃度)を，群Gの位数と呼び，|G|と表す．位
数が有限の群を有限群といい，位数が無限の群を無限群という．

以下Gと書けば有限群を表し，特に断らなければ群は全て有限群とする．

2.1 群の例

後に紹介する作用・軌道の概念から任意の有限群は (ある次数の )対称群の部分群に同
型であることがわかる．このように有限群の代表といえる対称群の定義をまず与える．ま
た，本論文で考察するGL2(Fp)を紹介し，位数を計算する．

定義 2 (n次対称群Sn). Xn = {1, 2, · · · , n}を n元集合とする．Xnからそれ自身への全
単射 (置換)の全体を n次対称群と呼び，Snと表す．すなわち，

Sn := {σ : Xn → Xn | σは全単射 }

である．

定義 3 (一般線形群，p-元体). Kを体として，Mn(K)をK上の n次正方行列全体とする．
Mn(K)に属する正則行列全体は通常の行列の積に関して群をなす．この群をK上のn次
一般線形群と呼び，GLn(K)と表す．すなわち，

GLn(K) := {A ∈Mn(K) | det(A) ̸= 0}

である．また，pを素数とするとき，Z/pZは体である．この体を p -元体と呼び，Fpと
表す．すなわち，

Fp := Z/pZ

である．
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補題 4 (GLn(Fp)の位数). GLn(Fp)の位数は，∣∣GLn(Fp)
∣∣ = p

n(n−1)
2

n∏
k=1

(pk − 1) (2.1)

である．

[証明]. 正則行列であるということは基底を並べたものになっている．よって，n個の線
形独立なFpの元からなるn次ベクトルの取り方を考えれば良い．1列目の取り方が pn− 1

通り，2列目は 1列目と線形独立なので，pn − p通りとなる．すなわち，∣∣GLn(Fp)
∣∣ = (pn − 1)(pn − p)(pn − p2) · · · (pn − pn−1)

= p
n(n−1)

2

n∏
k=1

(pk − 1)

となる．(詳しくは [3, p. 41]の Proposition 2を参照されたい) 2

2.2 部分群から派生する群

群Gの空でない部分集合H がG上の演算に関して閉じていて，且つH の任意の元の
逆元をHに含むときHをGの部分群という．後に紹介する Sylowの定理において Sylow

部分群の個数を決定するために正規化群というものを考える．このように，部分群から派
生するような群をここでは紹介する．

定義 5 (共役部分群，正規部分群，正規化群). Hを群Gの部分群，σ ∈ Gとする．

(1) σHσ−1もまた Gの部分群になり，これを H の共役部分群という．位数は H と同
じで，

|σHσ−1| = |H|

が成り立つ．

(2) HとHの任意の共役部分群が一致するとき，すなわち，

∀σ ∈ G, σHσ−1 = H

となるとき，Hを正規部分群といい，H �Gと表す．また，可換群の部分群は全て
正規部分群となる．

(3) H ⊂M ⊂ Gとなる部分群M に対して，HがM の正規部分群であるような最大の
部分群M をHの正規化群といいNG(H)と表す．すなわち，

NG(H) := {σ | H = σHσ−1}

である．

5



例 6 (部分群の例). 群GをS3として，互換を (i, j)のように表す．H = {ε, (1, 2)}のと
き，σ = (1, 3)とすると，Hの共役部分群は，

σHσ−1 = {ε, (2, 3)}

となる．また，Hの正規化群NG(H)は，

NG(H) = {ε, (1, 2)} = H

となる．また，S3の正規部分群はS3の偶置換全体がなす群A3となる．すなわち，

A3 = {ε, (1, 2, 3), (1, 3, 2)}, A3 �S3

である．

2.3 剰余類

この節では群をその部分群に関して剰余類分解する，ということを定義していく．特
に，Lagrangeの定理に関しては Sylow部分群の構造を把握する上で大いに役に立つ定理
である．

定義 7 (剰余類、剰余類分解). σ ∈ Gに対して，σに右からHの元を掛けて得られる元全
体の集合を σHと書き，σのHに関する右剰余類と呼ぶ．すなわち，

σH := {σξ | ξ ∈ H}

である．また，Gは相異なるHの右剰余類の共通部分の無い和集合として表すことがで
きる．すなわち，

G :=
⨿
j∈J

τjH

であり，これを (Hに関するGの )右剰余類分解と呼ぶ．また，相異なる右剰余類全体を
集めた集合を考え，それをG/Hと表す．すなわち，

G/H := {τjH | j ∈ J}

である．この {tj (j ∈ J)}をG/Hの代表系と呼ぶ．

ここで，群Gの，部分群Hの正規化群NG(H)の右剰余類を考える．すると，G/NG(H)

の元とHの共役部分群は一対一に対応している．すなわち，{
G/NG(H)←→ {σHσ−1 | σ ∈ G}
σNG(H)←→ σHσ−1

と対応している．
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定義 8 (両側分解). H, Kを群Gの部分群とする．a, b ∈ Gの分類を，

a ∼ b ⇐⇒ ∃h ∈ H, ∃k ∈ K s.t. b = hak

のようにして決めると，剰余類分解と同じようにGの分割が得られ，

G =
⨿
λ∈Λ

HaλK

となる．これをH, KによるGの両側分解と呼び，H\G/Kと表す．

定義 9 (指数). G/Hの元の個数をGにおけるHの指数と呼び，|G : H|と表す．すなわち，

|G : H| = |G/H|

である．

定理 10 (Lagrangeの定理). Hを群Gの部分群とする．|H|は |G|の約数であって，

|G| = |G : H||H|

が成り立つ．

証明は [1, p. 216]の定理 3.34を参照されたい．

定理 10の逆，すなわち，「有限群の位数の約数を位数とする部分群は必ず存在する」と
いう命題は成り立たない．反例の一つとしては，4次交代群A4は位数 6の部分群をもた
ないことがわかっている．([1, p. 245]の例題 3.7参照)

また，Lagrangeの定理より位数が素数の群Gを考えると，部分群は {ε}かGしかない
ことがわかる．したがって，σ ( ̸= ε) ∈ Gとしたとき，σで生成された部分群 ⟨σ⟩はGに
一致する．よって，Gは σを生成元とする巡回群となる．すなわち，

G = ⟨σ⟩

である．

2.4 群の作用・軌道

定義 11 (作用). X を集合とする．∀σ ∈ G, ∀x ∈ X に対し、σ · x ∈ X が定まっている．
すなわち，

f : G×X → X, (σ, x) 7−→ σ · x ((σ, x) ∈ G×X)

となるような写像 f が定まっているとする．この f が (1)(2)を満たすとき，GはXへ作
用するといい，G ↷ Xと表す．
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(1) ∀σ, τ ∈ G,∀x ∈ Xに対し，σ · (τ · x) = (σ ∗ τ) · xが成り立つ．

(2) ∀x ∈ Xに対し，ε · x = xが成り立つ．

定義 12 (軌道、固定群). 群Gが集合X に作用しているとし，x ∈ X とする．σがGの
元すべてを動くとき，σ · x全体の集合を，(Gの作用に関する) xの軌道と呼び、O(x)と
表す．すなわち，

O(x):= {σ· | σ ∈ G} ⊂ X

である．xをO(x)の代表元と呼ぶ．また，xを動かさないGの元全体を (Gの作用に関す
る ) xの固定群と呼び，Gxと表す．すなわち，

Gx := {σ ∈ G | σ · x = x}

である．

定義 13 (軌道分解). xjを軌道O(xj)の代表元とする．Xを軌道の共通部分の無い和とし
て表すことができる．すなわち，

X =
⨿
j∈J

O(xj)

であり，こうして得られる分割を，(Gの作用に関する)Xの軌道分解と呼ぶ．

3 Sylowの定理
本論文では主に Sylow部分群の性質を研究する．Sylow部分群は Sylowの定理により存
在が保証されているが，まず，これを証明する．

定理 14 (Sylowの定理 I(存在)). Gを有限群とし，n = |G|を位数とする．pを素数とす
る．peを nを割り切る pのベキで最大のもの (e ≥ 0)とすると，Gの部分群で位数が peに
等しいものが (少なくとも 1つ)存在する．これをGの p-Sylow部分群と呼ぶ．

このように群Gの位数の約数のうち特殊な約数 peに関して，位数が peとなるGの部
分群が必ず存在する，というのが Sylowの定理である．Lagrangeの定理の際にも紹介し
たように，|G|の一般の約数mに対して，位数mの部分群が存在するとは限らない．

[証明]. (Sylowの定理 I(存在)) Gの部分集合で元の個数が peに等しいもの全体の集合を
X とする．すなわち，

X = {A | A ⊂ G, |A| = pe}

である．また，σ ∈ G，A ∈ X に対して，

σ · A = {σ ∗ ρ | ρ ∈ A}
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と定めれば，σ ·A ∈ X である．また，対応 (σ,A)→ σ ·Aによって，GのX への作用が
定まる．この作用の軌道分解を，

X =
t⨿

j=1

O(Aj) (Aj ∈ X ) (3.1)

とする．また，軌道の代表元Ajの固定群をGjで表す．すなわち，

Gj = {σ ∈ G | σ · Aj = Aj} (j = 1, · · · , t)

である．

補題 15. 以上の記号の下に，次の (1)− (3)が成り立つ．

(1) |X | ≡/ 0 (mod p)が成り立つ．

(2) |Gj| ≤ pe (j = 1, · · · , t)が成り立つ．

(3) ∃j′ (1 ≤ j′ ≤ t)が存在して，(G : Gj′) ≡/ 0 (mod p)が成り立つ．

[証明]. (1) X の定義より，

|X | =

(
n

pe

)
=

(
pem

pe

)
(二項係数)

(ただし，mを gcd(p, m) = 1を満たす自然数とする．)となる．Fp上の多項式環 Fp(T )

の中で考える．(1 + T )n ∈ Fp(T )の T peの係数を αとする (α ∈ Fp)．まず，a = 1, b = T

とすると，二項定理より，

α =

(
n

pe

)
=

(
pem

pe

)
(∈ Fp)

となる．ここで，Frobp : Fp → Fp(Frobenius写像) を考えると，

(1 + T )p = Frobp(1 + T ) = Frobp(1) + Frobp(T ) = 1 + T p

が得られる．これを繰り返すと，

(1 + T )p
e

= 1 + T pe (Fp(T )の元として等しい) (3.2)

となる．式 (3.2)の両辺をm乗して，T pe の係数を比較する．式 (3.2)の左辺のm乗は
(1+T )nに等しいので，T peの係数はαである．また，式 (3.2)の右辺をm乗した式のT pe

の係数はmに等しい．したがって，α = mである．このことと式 (3.2)より，(
pem

pe

)
= m (= α)
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である．この等式を整数の合同式として表すと，(
pem

pe

)
≡ m (mod p)

いま，m ̸= 0となるため，

|X | =

(
pem

pe

)
≡/ 0 (mod p)

が成り立つ．(詳しくは [1][p. 148]例題 2.6参照を参照されたい)

(2) ρ0 ∈ Ajに対し，写像 f : Gj → Ajを，

f(σ) = σ ∗ ρ0 (σ ∈ Gj)

として定める．すると，σ, σ
′
について，

σ ∗ ρ0 = σ
′ ∗ ρ0 =⇒ σ = σ

′

が成り立つので，f は単射である．したがって |Gj| ≤ |Aj| = peが成り立つ．
(3)式 (3.1)の両辺の元の個数を考えると，

|X | =
t∑

j=1

|O(Aj)|

が成り立つ．この等式と補題 15(1)から，|O(Aj)| ≡/ 0 (mod p) をみたす j
′
が (少なくと

も 1つ)存在することがわかる (1 ≤ j
′ ≤ t)．また，|O(Aj′ )| = |G : Gj′ |であることから

補題 15(3)が成り立つ． 2

(証明 (Sylowの定理 I(存在))の続き)

補題 15(3)の条件をみたすGの部分群Gj′ を 1つとり，それをHとおく (H = Gj′ )．す
ると，

(G : H) =
|G|
|H|
≡/ 0 (mod p)

であり，|H|は peの倍数である．一方，補題 15(2)より，

|H| ≤ pe

が成り立っている．したがって |H| = peとなる．このHが求めていた部分群 (の 1つ)で
ある． 2
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3.1 p-Sylow部分群

Sylowの定理によって存在が示された位数 peの部分群の一つを Spと書く．すなわち，

|Sp| = pe

である．このような p-Sylow部分群 Spの構造を考察するのが本節の主題である．ここで
は主に [2]を参考にした．

3.2 p-Sylow部分群の個数

まず，Sylow部分群 Spの共役性や個数に関する性質を述べる．

定理 16 (Sylowの定理 II(共役性)).

(1) p-Sylow部分群はすべて互いに共役である．

(2) p-Sylow部分群の個数を npとすると，{
np = |G : NG(Sp)|
np ≡ 1 (mod p)

が成り立つ．

[証明]. (Sylowの定理 II(共役性))

(1) Sp, S
′
pをGの p-Sylow部分群とする．Sp, S

′
pによるGの両側分解 Sp\G/S

′
pを，

G =
r⨿

i=1

SpσiS
′

p

とする．SpσiS
′
pに含まれる Spの左剰余類の個数は，

pei = |S ′

p : σ
−1
i Spσi ∩ S

′

p| (ei ≥ 0)

に等しいから，Spの左剰余類全部の個数，すなわち，|G : Sp|は，

|G : Sp| = pe1 + pe2 + · · ·+ per

と表される．この左辺は pと素であるから，pei = 1となる iが存在する．このとき，

|S ′

p : σ
−1
i Spσi ∩ S

′

p| = 1, S
′

p = σ−1
i Spσi ∩ S

′

p

が成り立つ．また，|S ′
p| = |σ−1

i Spσi| = peであることから，

S
′

p = σ−1
i Spσi

11



が成り立つ．

(2) NG(Sp)に関するGの右剰余類分解を，

G/NG(Sp) =
⨿
λ∈Λ

σλNG(Sp), {σλ}は代表系

とすると，n ∈ NG(Sp)に対して，

(σλn)Sp(σλn)
−1 = σλ(nSpn

−1)σ−1
λ

= σλSpσ
−1
λ

が成り立つ．また，(1)により，Sp, S
′
pは共役なので，相異なる Spの個数は，NG(Sp)に

関する (Gの)相異なる右剰余類の個数に等しい．すなわち，

np = |G : NG(Sp)|

である．また，NG(Sp), SpによるGの両側分解NG(Sp)\G/Spを，

G =
r⨿

i=1

NG(Sp)σiSp (σ1 = ε ∈ Gとする．)

とし，1 ≤ i ≤ rに対して，

pei = (Sp : σ
−1
i Spσi ∩ Sp), (ただし，pe1 = 1とする．)

とおく．いま，pei = 1 (i > 1)となる iが存在すると仮定すると，

Sp ⊂ σ−1
i NG(Sp)σi =⇒ σiSpσ

−1
i ⊂ NG(Sp)

となり，Sp, σiSpσ
−1
i はともにNG(Sp)の p−Sylow部分群である．しかし，SpはNG(Sp)

の正規部分群であるから，

Sp = σiSpσ
−1
i , (σi ∈ NG(Sp)) =⇒ NG(Sp)σiSp = NG(Sp)σ1Sp

となり，これは i > 1に矛盾する．したがって，

|G : NG(Sp)| = 1 +
r∑

i=2

pei (ei ≥ 1) ≡ 1 (mod p)

2
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4 GL2(Fp)のSylow部分群
以下，上記で示したような p-Sylow部分群が実際にどのような構造をしているのか，有
限群としてGL2(Fp)を例に考察する．構造を考察する上で，まず，p-Sylow部分群の位数
が素数であるか否か (すなわち，e = 1 か e > 1)で分類し考える．具体的には，

• e = 1のとき
定理 1(Lagrangeの定理 )より p-Sylow部分群は巡回群となる．よってPCを用いて
位数 pの元を探し，正規化群を計算することで全て算出されているかを確認した．
実際には自らC言語でプログラミングをしたのだが結果に明らかな誤りが生じるこ
ともあった為，正規化群を必ず計算した．

• e > 1のとき
peの約数を位数とする元をPCを用いて求め，その元を生成元とする巡回群の正規
化群のうち位数が peとなるものを探索した．

といった方法で p-Sylow部分群の探索と構造の考察をおこなった．また，元の位数を確認
するにあたり，同じ固有多項式を持つ行列は同じ位数になるという予想がたったため，そ
れも確認する．

4.1 G = GL2(F2) (p = 2)のSylow部分群

まず，もっとも簡単な例としてGL2(F2)で計算をおこなった．式 (2.1)より位数は，

|GL2(F2)| = 2 · 3

である．また，簡単な乗積表を考えればGL2(F2) ∼= S3である．6個しか元がないため具
体的に書き表すと，

GL2(F2) =

{
E2,

(
1 1

1 0

)
,

(
0 1

1 1

)
,

(
1 1

0 1

)
,

(
1 0

1 1

)
,

(
0 1

1 0

)}

である．ここでE2は単位行列 (GL2(F2)の単位元)を表す．この中から位数 2の部分群と
位数 3の部分群を探索する．位数が素数のため巡回群となるため実際に計算し，位数 2, 3

の元を探した．結果としては以下のようになった．

定理 17 (GL2(F2)の Sylow部分群). GL2(F2)の Sylow部分群は次のようになる．

• 2-Sylow部分群{
E2,

(
1 1

0 1

)}
,

{
E2,

(
1 0

1 1

)}
,

{
E2,

(
0 1

1 0

)}

13



また，位数 2の元の固有多項式ΦA(x)は，

ΦA(x) = x2 + 1

となる．

• 3-Sylow部分群 {
E2,

(
1 1

1 0

)
,

(
0 1

1 1

)}
また，位数 3の元の固有多項式ΦA(x)は，

ΦA(x) = x2 + x+ 1

となる．

[証明].

• 2-Sylow部分群 |S2| = 2

個数が少ないので，網羅的に計算して，位数 2の元からなる巡回群を探すと，{
E2,

(
1 1

0 1

)}
,

{
E2,

(
1 0

1 1

)}
,

{
E2,

(
0 1

1 0

)}
となった．また，一般的には定理 18のように計算するのが良い．定理 16より，

n2 ≡ 1 (mod p)

となる．また，定理 10より，n2 = 1, 3のため，上記で全てであることがわかる．実
際の計算としては，

A =

(
1 1

0 1

)
, A2 =

(
1 1

0 1

)(
1 1

0 1

)
=

(
1 2

0 1

)
≡ E2 (mod 2)

のようにして元の位数が 2であることがわかる．

• 3-Sylow部分群 |S3| = 3

同様に，位数 3の元からなる巡回群を探すと，{
E2,

(
1 1

1 0

)
,

(
0 1

1 1

)}
となった．定理 16より，

n3 ≡ 1 (mod p)

となる．また，定理 10より，n3 = 1のため，上記で全てであることがわかる． 2
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4.2 G = GL2(F3) (p = 3)のSylow部分群

式 (2.1)より位数は，
|GL2(F3)| = 24 · 3

である．

定理 18 (GL2(F3)の Sylow部分群). GL2(F3)の Sylow部分群は次のようになる．

• 2-Sylow部分群

NG

(⟨(
1 1

1 0

)⟩)
, NG

(⟨(
0 1

1 1

)⟩)
, NG

(⟨(
1 1

2 1

)⟩)

• 3-Sylow部分群⟨(
1 1

0 1

)⟩
,

⟨(
1 0

1 1

)⟩
,

⟨(
2 1

2 0

)⟩
,

⟨(
0 1

2 2

)⟩

また，位数 3の元の固有多項式ΦA(x)は，

Φ(x) = x2 − 2x+ 1

となる．

[証明].

• 2-Sylow部分群 |S2| = 24

PC上の計算では位数 24の元は存在しなかった (2-Sylow部分群の構造は巡回群では
ない)．24の約数を位数に持つ元としては，位数 2, 4, 8の元があったため，位数 8

の巡回群の正規化群から考える．そこで，

A =

(
1 1

1 0

)
, T = ⟨A⟩ :位数 8の巡回群

を例にとって計算をしていく．正規化群の計算の簡易化のためにAの対角化を考え
る．そのためAの固有多項式ΦA(x)の根を考えると，

ΦA(x) = x2 − x− 1

ΦA(0) = 2, ΦA(1) = 2, ΦA(2) = 1

15



となり，F3上では因数分解不可能であることがわかる．したがって，ΦA(x)の根の
1つを αとすると，

α α5 = 2α

α2 = α + 1 α6 = 2α + 2

α3 = 2α + 1 α7 = α + 2

α4 = 2 α8 = 1

となり，またもう 1つの根を βとすると，{
α + β = 1

αβ = 2
=⇒ β =

2

α
= 2α + 1 = α3

となる．したがって，ΦA(x)の根は α, α3となる．よって，F3に αを添加した拡大
体 F3(α) 上ではΦA(x)は根を持ち，GL2(F3(α))上では対角化が可能である．また，
上記に示した様に αn(n ≥ 2)は αの一次式で表せるため，F3(α) は αの一次式で表
せる．すなわち，

F3(α) = {aα + b | a, b ∈ F3}, |F3(α)| = 9

となる．G̃ = GL2(F3(α))とすると，対角化行列 P ∈ G̃は，

P =

(
α α3

1 1

)
, P−1AP =

(
α 0

0 α3

)
= γ

となる．また，S = ⟨γ⟩とし，


NG(T ) = {g ∈ G | gTg−1 = T}
NG̃(S) = {σ ∈ G̃ | σSσ−1 = S}
Ñ = {B ∈ NG̃(S) | PBP−1 ∈ GLn(F3)}

とすると，

σγ = PgP−1 · PAP−1

= PgAP−1

= PAgP−1

= PAP−1 · PgP−1

= γσ

であることから，|NG(T )| = |Ñ |となる．よって |Ñ |を計算する．したがって，{
σγσ−1 = γk (∃k)
det σ ̸= 0
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をみたす σを計算すると，

σ =

(
a 0

0 b

)
or

(
0 a

b 0

)
a, b ∈ F3(α)

となる．このうちで PσP−1 ∈ GL2(F3) をみたすものを計算すると，

|Ñ | = 16

となる．|NG(T )| = |Ñ | = 16より，NG(T )はGL2(F3)の 2-Sylow部分群であること
がわかった．相異なる位数 8の巡回群は 3個存在するため，共役であるが相異なる
NG(T )も 3個存在する．また，定理 16より，

n2 ≡ 1 (mod p)

となる．定理 10より，n2 = 1, 3のため，上記で全てである．

• 3-Sylow部分群 |S3| = 3

PCを用いて位数 3の元を算出し，巡回群の形にまとめると，⟨(
1 1

0 1

)⟩
,

⟨(
1 0

1 1

)⟩
,

⟨(
2 1

2 0

)⟩
,

⟨(
0 1

2 2

)⟩
となる．以下，正規化群を求め，n3を計算する．

U =

{(
1 k

0 1

)
∈ GL2(F3) | k = 0, 1, 2

}
とすると，

NG(U) = {A ∈ GL2(F3) | AU = UA}
であるため，条件をみたすAを計算すると，(

a b

c d

)(
1 1

0 1

)
=

(
1 1

0 1

)(
a b

c d

)
または， (

a b

c d

)(
1 1

0 1

)
=

(
1 2

0 1

)(
a b

c d

)
となる．また，ad− bc ̸= 0に注意すると，

NG(U) =

{(
a b

0 c

)
| a, b, c ∈ F3, ac ≡/ 0 (mod 3)

}
である．したがって |NG(U)| = 12となり，定理 16より，

n3 =
48

12
= 4

となり，上記で全てであることがわかる． 2
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4.3 G = GL2(F5) (p = 5)のSylow部分群

式 (2.1)より位数は，
|GL2(F5)| = 25 · 3 · 5

である．

定理 19 (GL2(F5)の Sylow部分群). GL2(F5)の Sylow部分群は次のようになる．

• 2-Sylow部分群 (以下の 15個存在する．)

NG

(⟨(
0 2

2 0

)⟩)
, NG

(⟨(
0 1

4 0

)⟩)
, NG

(⟨(
1 1

3 4

)⟩)
, NG

(⟨(
1 3

1 4

)⟩)

NG

(⟨(
3 0

0 2

)⟩)
, NG

(⟨(
3 0

1 2

)⟩)
, NG

(⟨(
3 0

2 2

)⟩)
, NG

(⟨(
3 0

3 2

)⟩)

NG

(⟨(
3 0

4 2

)⟩)
, NG

(⟨(
3 1

0 2

)⟩)
, NG

(⟨(
3 2

0 2

)⟩)
, NG

(⟨(
3 3

0 2

)⟩)

NG

(⟨(
3 4

0 2

)⟩)
, NG

(⟨(
4 1

3 1

)⟩)
, NG

(⟨(
4 3

1 1

)⟩)

• 3-Sylow部分群 (以下の 10個存在する．)⟨(
0 1

4 4

)⟩
,

⟨(
0 2

2 4

)⟩
,

⟨(
0 3

3 4

)⟩
,

⟨(
0 4

1 4

)⟩
,

⟨(
1 1

2 3

)⟩
⟨(

1 2

1 3

)⟩
,

⟨(
1 3

4 3

)⟩
,

⟨(
1 4

3 3

)⟩
,

⟨(
2 1

3 2

)⟩
,

⟨(
2 2

4 2

)⟩

• 5-Sylow部分群 (以下の 6個存在する．)⟨(
0 1

4 2

)⟩
,

⟨(
0 2

2 2

)⟩
,

⟨(
0 3

3 2

)⟩
,

⟨(
0 4

1 2

)⟩
,

⟨(
1 0

1 1

)⟩
,

⟨(
1 1

0 1

)⟩

[証明].

• 2-Sylow部分群 |S2| = 25

PC上の計算では位数 25の元は存在しなかった (2-Sylow部分群の構造は巡回群では
ない)．よって，GL2(F3)の 2−Sylow部分群と同様に 25の約数を位数に持つ元を探
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索したところ，位数 2, 4, 8, の元が存在した．したがって，位数 8から考察する．
そこで，

A =

(
1 1

2 4

)
, T = ⟨A⟩ :位数 8の巡回群

を例にとって計算すると，

NG(T ) = {g ∈ G | gTg−1 = T}, |NG(T )| = 48

となり，不適であった．次に位数 4を考察する．

B =

(
0 2

2 0

)
, S = ⟨B⟩ :位数 4の巡回群

を例にとって計算すると，

NG(S) = {σ ∈ G | σSσ−1 = S}, |NG(S)| = 32

となった．したがって，位数 4の巡回群の正規化群が 2-Sylow部分群であることが
わかった．また，Bと同じ固有方程式Φ(x)を持つ位数 4の元は 30個 (15組 )存在す
る．よって，同じΦ(x)を持つ元を生成元とする相異なる位数 4の巡回群は 15個存
在する．したがって，共役であるが相異なるNG(T )も 15個存在することがわかっ
た．また，定理 16より，

n2 ≡ 1 (mod p)

となる．定理 10より，n2 = 1, 3, 5, 15のため，上記で全てである．

• 3-Sylow部分群 |S3| = 3

PCを用いて位数 3の元を算出し，巡回群の形にまとめると，⟨(
0 1

4 4

)⟩
,

⟨(
0 2

2 4

)⟩
,

⟨(
0 3

3 4

)⟩
,

⟨(
0 4

1 4

)⟩
,

⟨(
1 1

2 3

)⟩
⟨(

1 2

1 3

)⟩
,

⟨(
1 3

4 3

)⟩
,

⟨(
1 4

3 3

)⟩
,

⟨(
2 1

3 2

)⟩
,

⟨(
2 2

4 2

)⟩
となる．正規化群の位数を計算し，個数を算出するために，

T =

⟨(
0 1

4 4

)⟩
=

{
E2, A =

(
0 1

4 4

)
, B =

(
4 4

1 0

)}

を例にとって計算すると，

NG(T ) = {g ∈ G | gAg−1 = A or B}, |NG(T )| = 48
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となる．定理 16より，

n3 =
480

48
= 10

となり，上記で全てであるとわかる．

• 5-Sylow部分群 |S5| = 5

3-Sylow部分群と同様にして計算すると，⟨(
0 1

4 2

)⟩
,

⟨(
0 2

2 2

)⟩
,

⟨(
0 3

3 2

)⟩
,

⟨(
0 4

1 2

)⟩
,

⟨(
1 0

1 1

)⟩
,

⟨(
1 1

0 1

)⟩

T =

⟨(
1 1

0 1

)⟩
=

{(
1 k

0 1

)
| k ∈ F5

}
, A =

(
1 1

0 1

)
NG(T ) = {g ∈ G | gAg−1 = Ak (∃k)}, |NG(T )| = 80

となる．よって，

n5 =
480

80
= 6

となり，上記で全てであるとわかる． 2

4.4 一般の素数 pの場合に関する考察

GL2(Fp)の Sylow部分群の構造は大きく二つに分類される．それは，

• (Type I) Sylow部分群の位数が素数の場合

• (Type II) Sylow部分群の位数が素数の 2次以上の冪の場合

の 2つである．上の場合に関しては定理 10(Lagrangeの定理)から巡回群であることがわ
かっている．また，GL2(Fp)の p-Sylow部分群に関しては，次の定理が成り立つ．

定理 20. GL2(Fp)の p-Sylow部分群は，

U =

{(
1 k

0 1

)
∈ GL2(Fp) | k = 0, 1, . . . , p− 1

}

のような部分群 U の共役部分群となり，p+ 1個存在する．

[証明]. GL2(Fp)の p-Sylow部分群は，

|GL2(Fp)| = p(p− 1)(p2 − 1)

(p− 1)(p2 − 1) ≡ 1 (mod p)
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より，位数が pである．また，

U =

{(
1 k

0 1

)
∈ GL2(Fp) | k = 0, 1, . . . , p− 1

}

のような対角成分が全て 1の上半三角行列全体は常に位数 pの巡回群になっている．また，
NG(U)は,

A

(
1 1

0 1

)
=

(
1 k

0 1

)
A, det A ̸= 0, (k = 1, · · · , p− 1)

を満たすようなAを考えると，

NG(U) =

{(
a b

0 c

)
∈ GL2(Fp) | a ≡ ck (mod p), k = 1, · · · , p− 1

}

となり，位数を考えると，
|NG(U)| = p(p− 1)2

となる．(NG(U)はGL2(Fp)のボレル部分群である．)また，定理 16より，

np =
p(p− 1)(p2 − 1)

p(p− 1)2
= p+ 1

となる． 2

(Type I)の場合は他にも p+1の素因数の場合が考えられる．また，(Type II)の場合に
関しては，2-Sylow部分群の場合は，p = 3, 5では 2eの約数を位数とする巡回群の正規化
群となっていることが観察された．しかし，p = 3, 5では pと異なるのは 2-Sylow部分群
しか存在しないので，参考にならなかった．そのような理由で，奇素数の冪 (Type II)の
場合に関しては時間不足のため研究できていない．

5 結論
本研究ではGL2(Fp)の p-Sylow部分群の構造を把握することを目的として考察を重ね
た．何をもってその構造を把握したと言えるのか，というのは難しい問いであると思う
が，私は一つの目標として「生成元と関係式による表示を与えること」を目指していた．
結果としては，GL2(Fp)の p-Sylow部分群は位数が素数であれば巡回群である．また，素
数でなければ p = 2, 3, 5では，巡回群の正規化群になっているということが観察された．
今後の課題は，p ≥ 7のときに Sylow部分群の一般的な性質について考えることであるが，
特に，

21



• 位数が素数の 2次以上の冪の場合の Sylow部分群の構造

• 行列の次数を上げた際の (つまりG = GLn(Fp))Sylow部分群の構造

• 生成元と関係式による表示の考察

が今後の課題として挙げられる．また，生成元と関係式による表示を考察する場合，
SLn(Fp) の p-Sylow部分群に関しても考える必要があり ([4]参照)，そちらの構造の考
察に関しても今後研究したいと思う．
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