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1 序論
卒業研究の目的は、偏角の原理と複素対数関数についての理解を深め、
その応用として複素積分の計算をすることである。私が研究テーマを選
んだ動機は、輪講で使用したスタインとシャカルチによる教科書 [1]を読
み進めていて複素対数と偏角の原理に興味を持ったからである。応用と
して複素積分の計算を行うことが目標である。
偏角の原理とは、対数微分の積分によって有理型関数の零点と極の個
数の差を表す公式である。ただし、零点と極は重複度を込めてその個数
を数える。
複素対数は、正の実数に対して定義された通常の対数関数の解析接続
であるが、素朴に考えると、零ではない複素数 z = reiθに対し、対数を定
義したいならば log z = log r+ iθとおけばよい。しかしここで問題となる
のが、θが 2πの整数倍の差を除いて決まることであり、対数関数は無限
多価性を持っている。この問題を解決するためには分枝の選択を行う必
要がある。分枝とは、対数を一価正則関数として定義するために、定義
域を制限してできる関数のことであるが、これは§4で詳しく説明する。
以下の６つの積分公式がこれらの研究を行う過程で計算した結果である。

1. 複素数a, b, c ∈ Cに対してγを△abcの周、p(z) = (z−a)(z−b)(z−c)

とするとき
∫
γ

p′(z)

p(z)
dz = πi.

2. 1.と同じ記号を使い、さらに△abcの内角を∠a = θa,∠b = θb,∠c =
θcとすると、

∫
γ

zk
p′(z)

p(z)
dz = akθa + bkθb + ckθc.

偏角の原理の応用として初等幾何と関連付けた結果である。単純閉
曲線の極限で、三角形を近似することによって証明することができ
ることがわかった。

3.
∞∑

n=−∞

1

(z + n)2
=

π2

(sin πz)2
(z ∈ C \ Z).

留数公式を用いてこの等式を証明できるということがわかった。

4.

∫
|z|=1

log(a+ z)

z
dz = 2πi log a (ℜa > 0, |a| > 1).

5.

∫
|z|=1

log |a+ z|
z

dz = 0 (|a| ≤ 1).
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6. Γ1,Γ2を単位円とすると、∫
Γ2

∫
Γ1

log |1 + z + w|
zw

dzdw = −4π
∞∑
n=1

1

n2
sin

(nπ
3

)
.

この等式については [2]の論文を参考にして計算したが、論文の証
明方法とは別の証明を与えた。

今後の課題としては、主結果の６つ目の式で、積分範囲を変えた式を計
算することである。すなわち、原点中心の単位円のうち、上半平面にあ
る部分の半円を Γ′

1,Γ
′
2としたとき、∫

Γ′
2

∫
Γ′
1

log |1 + z + w|
zw

dzdw =
14

3

∞∑
n=1

1

n3

が成り立つことを示すことである。[2, 式 (b), p.553]

2 偏角の原理

2.1 偏角の原理

定義 1 (有理型関数). 開集合Ω内で極をもち、極を除いて正則な関数で
ある。

定理 1 (偏角の原理). f(z)は、複素平面内の単純閉曲線Cとその内部を
含む開集合上で有理型であるとする。f(z)がC上に極も零点も持たない
ならば

1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz = (C 内の零点の個数)− (C 内の極の個数)

が成り立つ。ただし、C内の零点と極は重複度を込めて数える。

[証明]. f が正則で、ziにおいて位数 ni(1 ≤ i ≤ N)の零点をもつならば、

f(z) = (z − zi)
nig(z) (ni ̸= 0)

と書ける。ここで g(z)は正則かつ g(zi) ̸= 0である。すると、

f ′(z)

f(z)
=

ni(z − zi)
ni−1g(z) + (z − zi)

nig′(z)

(z − zi)ni
=

ni

z − zi
+

g′(z)

g(z)
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と計算できるが、これによって
f ′(z)

f(z)
は f(z)の零点 ziで 1位の極をもち、

留数は niとなることがわかる。
f(z)がwjにおいて位数mj(1 ≤ j ≤ M)の極をもつときは、niの代わ
りに −mj を考えて同様に計算すれば良い。wj で 1位の極をもち留数は
−mjとなる。

f ′(z)

f(z)
は他に極を持たないので、留数公式より

1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz =

N∑
i=1

ni −
M∑
j=1

mj

と計算できる。

偏角の原理の計算例を挙げよう。

例 1. 有理関数

f(z) =
q(z)

p(z)
(p(z), q(z) :多項式)

を十分半径の大きい円周C上に沿って積分することを考える。deg p, deg q
を p(z), q(z)の次数とすると f(z)の零点は q(z)の零点であり、その個数
は deg q個,極は p(z)の零点で、その個数は deg p個である。従って偏角
の原理を用いて ∫

C

f ′(z)

f(z)
dz = 2πi(deg q − deg p)

と表すことができる。

例 2. 正接関数 f(z) = tan zを中心が実軸上にある円周Cに沿って積分す
ることを考える。f(z)の零点は z = nπ、極は z = π

2
+mπ (n,m :整数)

となるので、Cの位置によって次の 3つの値が得られる。∫
C

(tan z)′

tan z
dz = ±2πi,または 0.

f(z)の零点と極は交互に並んでおり、Cの囲む実区間内において零点の
個数が極の個数より 1個多い場合は 2πi, 極の個数が零点の個数より 1個
多い場合は−2πi, 零点と極の個数が等しい場合は 0となる。
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2.2 偏角の原理に関連する定理

偏角の原理の応用として、３つの定理を紹介する。

定理 2 (ルーシェの定理). f と gは、円周 C とその内部を含むある開集
合上で正則とする。このとき、

|f(z)| > |g(z)| (∀z ∈ C)

ならば、f と f + gは円周Cの内部に同じ個数の零点をもつ。

[証明]. t ∈ [0, 1]に対し

ft(z) = f(z) + tg(z)

と定義すると、f0 = fおよび f1 = f+gである。ntを円周内における ftの
重複度を込めた零点の個数（整数）とする。z ∈ Cに対して |f(z)| > |g(z)|
であるという条件より ftは円周上に零点をもたない。
偏角の原理より

nt =
1

2πi

∫
C

f ′
t(t)

ft(t)
dz

が得られる。
ntが定数であることを示すために、まず ntが tに関して連続な関数で

あることを示す。
f ′
t(z)

ft(z)
は t ∈ [0, 1]と z ∈ C の 2変数に関して連続であ

る。実際この連続性は、分子と分母がそれぞれ連続であることとC上で
ft = 0とはならないことより得られる。よって、結合した変数に関して
連続であることから ntが連続であることがわかる。
積分の連続性を利用して ntが定数であることを示そう。仮に ntが定数
でなければ、中間値の定理によりある t0 ∈ [0, 1]で ntoが整数ではないも
のが存在する。これは、任意の tに対して ntが整数であるという事実に
矛盾する。
最後に、nt は定数なので n0 = n1 となって f0(z) = f(z)と f1(z) =

f(z) + g(z)の零点の個数は一致する。

定理 3 (開写像定理). fが領域Ωにおいて正則かつ定数でないならば、開
写像である。

[証明]. ルーシェの定理を用いて示すことができる。[1]のp.91-92,定理 4.4

の証明参照。
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定理 4 (最大値の原理). f を領域 Ωにおける定数ではない正則関数とす
るとき、f はΩで最大値をとらない。

[証明]. f が正則であるという仮定より、開写像定理を用いて示すことが
できる。[1]の p.92定理 4.5の証明参照。

2.3 偏角の原理を用いた積分

例 1と例 2では偏角の原理の簡単な応用例を挙げたが、ここで初等幾
何学と関連して少し発展的な積分をしよう。

定理 5. a, b, c ∈ Cを複素数として γ を△abcの周とする。また p(z) =

(z − a)(z − b)(z − c)を△abcに付随して決まる多項式とすると∫
γ

p′(z)

p(z)
dz = πi

が成り立つ。

[証明]. p(z)を微分して

p′(z) = (z − a)(z − b) + (z − b)(z − c) + (z − c)(z − a).

三角形の内角∠a,∠b,∠cをそれぞれ θa, θb, θc,外角をφa, φb, φcとする。積
分路を

Cϵ = Cϵ(a) + Γ1 + Cϵ(b) + Γ2 + Cϵ(c) + Γ3

とする。但し、Γ1は辺abから、aを中心に ϵ, bを中心に ϵの半径の円内の点
を除いた部分であるとする。すなわち、Γ1 = {a+t(b−a) (ϵ < t < 1−ϵ)}
で表される。Γ2,Γ3は、それぞれ辺 bc、辺 caについてΓ1と同様に表すと
する。Cϵ(a)は、aを中心とする半径 ϵの円周のうち△abc内にある円弧で
あるとする。また、他の頂点についても同様にしてCϵ(b), Cϵ(c)とする。∫

Cϵ

p′(z)

p(z)
dz

=

∫
Γ1+Γ2+Γ3

p′(z)

p(z)
dz +

∫
Cϵ(a)

p′(z)

p(z)
dz +

∫
Cϵ(b)

p′(z)

p(z)
dz +

∫
Cϵ(c)

p′(z)

p(z)
dz

の積分について考える。Cϵ上の積分を ϵ → 0の極限で∫
Cϵ

p′(z)

p(z)
dz → 0
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となることより、γ上の積分を得ることができる。
まず、頂点 aの時計まわりの積分を考える。ここで積分の向きに注意
する。

−
∫
Cε(a)

p′(z)

p(z)
dz =

∫ φa+θa

φa

p′(a+ εeiθ)

p(a+ εeiθ)
iεeiθdθ (1)

であるが，

p′(a+ εeiθ)

p(a+ εeiθ)

=
ϵeiθ(a− b+ εeiθ) + (a− b+ εeiθ)(a− c+ εeiθ) + εeiθ(a− c+ εeiθ)

εeiθ(a− b+ εeiθ)(a− c+ εeiθ)

=
1

a− c+ εeiθ
+

1

εeiθ
+

1

a− b+ εeiθ

なので，

((1) 式) = iε

∫ φa+θa

φa

eiθ
(

1

a− c+ εeiθ
+

1

εeiθ
+

1

a− b+ εeiθ

)
dθ

となる。ε → 0とすると∫ φa+θa

φa

iεeiθ

a− c+ εeiθ
dθ → 0

∫ φa+θa

φa

iεeiθ

a− b+ εeiθ
dθ → 0

となるので ∫ φa+θa

φa

p′(a+ εeiθ)

p(a+ εeiθ)
iεeiθdθ → iθa (ϵ → 0)

となる。従って、

∴
∫
Cε(a)

p′(z)

p(z)
dz = −iθa

であることがわかる。他の 2頂点 b, cに対しても同様に計算すると∫
Cϵ(b)

p′(z)

p(z)
dz → −iθb∫

Cϵ(c)

p′(z)

p(z)
dz → −iθc (ϵ → 0)

となる。

∴
∫
γ

p′(z)

p(z)
dz = i(θa + θb + θc) = πi

である。
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偏角の原理はγが△abcを含むような経路の積分
∫
γ

p′(z)

p(z)
dzが (零点の個数)×

2πi = 6πiであることを意味しているが、この積分計算を 3つの零点が積
分経路上にある場合に拡張できた。
この定理の更なる一般化として次の定理が得られる。

定理 6. △abcの内角をそれぞれ∠a = θa,∠b = θb,∠c = θcとし、p(z)を
(1)式で定義する。このとき∫

γ

zk
p′(z)

p(z)
dz = i(akθa + bkθb + ckθc)

が成り立つ。また、積分を使って内角は

θa =
1

(a− b)(b− c)(c− a)

∫
γ

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
z b c

z2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ · p
′(z)

p(z)
dz (2)

と表される。θb, θcについても同様である。

[証明].

∫
γ

zk
p′(z)

p(z)
dz = i(akθa + bkθb + ckθc)は定理 5の証明の方針で示す

ことができるので、省略する。((2) 式) を示す。まず、∫
γ

zk
p′(z)

p(z)
dz = i(akθa + bkθb + ckθc) = Ik

が成り立つことにより連立一次方程式
θa + θb + θc = I0

aθa + bθb + cθc = I1

a2θa + b2θb + c2θc = I2

が成り立つ。これを行列で表すと、 1 1 1

a b c

a2 b2 c2


θa
θb
θc

 =

I0
I1
I2


となる。クラーメルの公式を適用することにより

θa =

∣∣∣∣∣∣∣
I0 1 1

I1 b c

I2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

a b c

a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

(a− b)(b− c)(c− a)

∫
γ

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
z b c

z2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ · p
′(z)

p(z)
dz
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である。

3 留数公式を用いた複素積分
この章では、留数解析を用いた複素対数を含む積分計算をいくつか紹
介する。

3.1 留数公式

まずは留数公式を紹介する。

定理 7 (留数公式). f はC内の単純閉曲線 γとその内部を含むある開集
合上で、γ内の極 z1, ..., zN を除き正則とする。このとき∫

γ

f(z)dz = 2πi
N∑
k=1

Reszkf

が成り立つ。但し、Reszkf は f(z)の z = zkにおける留数を表す。

証明は [1]の p.76-78参照。

3.2 留数公式を用いた複素積分

この節では、まず対数関数を含む積分を留数解析を用いて計算するこ
とを考える。

定理 8. 正の実数 a > 0に対して∫ ∞

0

log x

x2 + a2
dx =

π

2a
log a.

[証明]. 積分は実積分だが、まず複素関数として

f(z) =
log z

z2 + a2
=

log z

(z + ia)(z − ia)

を考える。log zの分枝は主分枝をとる（§4.1参照）。f(z)は z ̸= 0にお
いて 1位の極 z = ±iaをもつ。積分路Cとして
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• 上半平面内の原点を中心とした大きな半円CR

• 実軸上の線分 γ1 = [−R,−ϵ]

• 上半平面内の原点を中心とした小さな半円Cϵ

• 実軸上の線分 γ2 = [ϵ, R]

を考えると、積分は∫
C

f(z)dz =

∫
CR

f(z)dz +

∫
γ1

f(z)dz +

∫
Cϵ

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz

となるが、左辺の値は留数公式より∫
C

f(z)dz = 2πi

(
lim
z→ia

(z − ia)
log z

(z + ia)(z − ia)

)
=

π

a

(
log a+

πi

2

)
となる。CR上の積分を評価すると、∣∣∣∣∫

CR

f(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
CR

log z

z2 + a2
dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ π

0

log(Reiθ)

(Reiθ)2 + a2
Rieiθdθ

∣∣∣∣
≤

∫ π

0

∣∣∣∣ logReiθ

(Reiθ)2 + a2

∣∣∣∣ |Reiθ|dθ

≤
∫ π

0

log |R|+ |iθ|
R2 + a2

Rdθ <

∫ π

0

log |R|+ |θ|
R

dθ → 0 (R → ∞)

となることより、CR上の積分はR → ∞のとき 0に収束する。同様に、
Cϵ上の積分を評価すると、∣∣∣∣∫

Cϵ

f(z)dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Cϵ

log z

z2 + a2
dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ π

0

log(ϵeiθ)

(ϵeiθ)2 + a2
ϵieiθdθ

∣∣∣∣
≤ ϵ

∫ π

0

log |ϵ|+ θ

ϵ2 + a2
dθ → 0 (ϵ → 0)

となることより、Cϵ上の積分は ϵ → 0のとき 0に収束する。
γ1上の積分を変形すると∫

γ1

f(z)dz

=

∫ −ϵ

−R

f(x)dx =

∫ R

ϵ

f(−x)dx =

∫ R

ϵ

log(−x)

(−x)2 + a2
dx

=

∫ R

ϵ

log(xeiπ)

(−x)2 + a2
dx

=

∫ R

ϵ

log x+ iπ

x2 + a2
dx (主分枝のとり方より)
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となり、γ1上と γ2上の積分の和を考えると∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz

=

∫ R

ϵ

log x+ iπ

x2 + a2
dx+

∫ R

ϵ

log x

x2 + a2
dx

= 2

∫ R

ϵ

log x

x2 + a2
dx+ iπ

∫ R

ϵ

1

x2 + a2
dx

→ 2

∫ ∞

0

log x

x2 + a2
dx+ iπ

∫ ∞

0

1

x2 + a2
dx (R → ∞, ϵ → 0)

と表すことができる。ここで、
∫ ∞

0

1

x2 + a2
dx =

π

2a
より

iπ

∫ ∞

0

1

x2 + a2
dx = iπ

( π

2a

)
=

π2i

2a

となる。

2

∫ ∞

0

log x

x2 + a2
dx =

π

a

(
log a+

πi

2

)
− π2i

2a
=

π log a

a
,

∴
∫ ∞

0

log x

x2 + a2
dx =

π

2a
log a.

留数解析の他の応用として、sin zの部分分数展開公式も示してみよう。

定理 9.
∞∑

n=−∞

1

(z + n)2
=

π2

(sin πz)2
(z ∈ C \ Z)

[証明]. 複素数 u ∈ C \ Zを 1つ固定して、整数N ≥ |u|をとり、RN :=

N + 1
2
とおく。円周 {z ∈ C | |z| = RN}上で f(z) =

π cotπz

(u+ z)2
を zについ

て積分し、fの円周内の留数の和を計算し、N → ∞の極限をとることに
より証明する。
f(z) =

π cosπz

(u+ z)2 sinπz
は z = −uと z = n ∈ Zで極をもつ。それぞれ

の場合について留数を計算する。

• z = −uの場合 : 2位の極をもつ。

Res(f ;−u) = lim
z→−u

d

dz

(
(u+ z)2

π cotπz

(u+ z)2

)
= lim

z→−u

(
− π

sin2 πz

)
= − π2

(sin πu)2
.
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• z = nの場合 : 1位の極をもつ。

Res(f ;n) = lim
z→n

(z − n)
π cotπz

(u+ z)2
= lim

z→n

π(z − n)

sinπz
· lim
z→n

cos πz

(u+ z)2

= (−1)n · (−1)n

(u+ n)2
=

1

(u+ n)2
.

留数公式を適用すると∫
|z|=RN

f(z)dz =
N∑

n=−N

1

(u+ n)2
− π2

(sin πu)2
(3)

となる。次に
∫
|z|=RN

f(z)dzの積分を評価して、N → ∞のとき 0に収束

することを示す。ここで、

∣∣∣∣π cotπz

(u+ z)2

∣∣∣∣ =
√
cos2(πx) + cosh2(πy)√
sin2(πx) + sinh2(πy)

π

|u+ z|2
∼ π

|z|2
(|z| ≫ 0)

となることを利用すると∣∣∣∣∫
|z|=RN

π cotπz

(u+ z)2
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
|z|=RN

∣∣∣∣π cotπz

(u+ z)2

∣∣∣∣ |dz|
∼

∫
|z|=RN

π

|z|2
|dz| ∼ 2π2RN

R2
N

=
2π2

RN

−→ 0 (N → ∞)

となることがわかる。したがって、∫
|z|=RN

π cotπz

(u+ z)2
dz −→ 0 (4)

となることがわかった。式 (2)と (3)より

∞∑
n=−∞

1

(u+ n)2
=

π2

(sinπu)2

が成り立つことがわかる。
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4 複素対数を含む積分

4.1 分枝

零ではない複素数 z = reiθに対し、指数関数の逆関数として対数関数
を定義したいのならば、素朴に考えると

log z = log r + iθ

とおけばよい。log rは通常の自然対数を表す。ここで問題となるのが、θが
2πの整数倍の差を除いてしか決まらないことである。この理由によって対
数関数は∞多価関数となる。この問題を解決するため、分枝を考える。分
枝とは対数を一価正則関数として定義するために、定義領域を制限してで
きる関数のことである。また、領域Ω = {z ∈ C | z ̸= 0,−π < arg z < π}
において

log(z) = log |z|+ (arg z)i (−π < arg z < π)

と表される関数を特に主分枝という。一般の領域については次の定理が
成り立つ。

定理 10. 単連結領域 Ω であって，1 ∈ Ω, 0 /∈ Ω となるものを考える．こ
のとき Ω 上の正則関数 F (z) であって，
(i) F は Ωで正則
(ii) ∀z ∈ Ωに対して eF (z) = z

(iii) r が実数で 1 に近いとき F (r) = log r

となるものが唯一つ存在する。これを F (z) = logΩ(z)と書いて、Ω上の
主分枝と呼ぶ。

証明は [1]の p.98定理 6.1参照。

4.2 複素対数関数を含む複素積分の計算

定理 11. log(z)を主分枝とするとℜa > 0, |a| > 1に対して∫
|z|=1

log(a+ z)

z
dz = 2πi log a

が成り立つ。
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[証明]. 被積分関数を次のように変形する。

1

z
log(a+ z)

☆
=

1

z

(
log a+ log(1 +

z

a
)
)

=
1

z

(
log a+

z

a
+

1

2

(z
a

)2

+ · · ·
)

=
1

z
log a− 1

a
+

1

2

( z

a2

)
+ · · · .

ここで、等式 (☆)においては

log(z · w) = log z + logw (−π < arg z + argw < π)

となることを使った。そのために ℜa > 0, |a| > 1が必要である。1
z
log a

は z = 0において 1位の極をもち、留数は log aである。よって留数公式
を適用することにより、∫

|z|=1

log(a+ z)

z
dz = 2πi log a

となる。

注意 1. log zの分枝をうまく選べば一般の |a| > 1に対しても同様に計算
できる。

定理 12. ∫
|z|=1

log |a+ z|
z

dz = 0 (|a| ≤ 1).

[証明]. |a| < 1の場合：∫
|z|=1

log |a+ z|
z

dz

=

∫
|z|=1

log |z|
∣∣a
z
+ 1

∣∣
z

dz =

∫
|z|=1

log |az−1 + 1|
z

dz.

(5)

ここでw = z−1と変数変換すると
dz

z
= w ·

d
(
1
w

)
dw

dw = − 1

w
dw と表され

ることにより

((5) 式) =

∫
|w|=1

log |1 + aw|
w

dw

となる。ここでw = eiθと置き換えると、
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∫
|w|=1

log(1 + aw)

w
dw = i

∫ 2π

0

(log |1 + aeiθ|+ (arg(1 + aeiθ))i)dθ

と表され、この積分の

実部が−
∫ 2π

0

arg(1 + aeiθ)dθ,虚部が
∫ 2π

0

log |1 + aeiθ|dθ

となる。また、

log(1 + aw)

w
= − 1

w

(
−aw +

(aw)2

2
− (aw)3

3
+ · · ·

)
= a− a2

2
w +

a3

3
w2 − · · ·

となり、
1

w
log(1+aw)は単位円内部で正則関数であることがわかる。よっ

てコーシーの積分定理より∫
|w|=1

log(1 + aw)

w
dw = 0

となる。すなわち、この積分の実部と虚部も 0になることがわかる。

∴
∫
|z|=1

log |a+ z|
z

dz = 0 (|a| ≤ 1).

定理 13. Γ1,Γ2を単位円とすると、次の等式が成り立つ。

− 2

∫
Γ2

∫
Γ1

log |1 + z + w|
zw

dzdw

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

log(3 + 2 cosx+ 2 cos y + 2 cos(x− y))dxdy

= 8π
∞∑
n=1

sin
(
nπ
3

)
n2

= 4
√
3π

(
1 +

1

22
− 1

42
− 1

52
+

1

72
+

1

82
− · · ·

)
.

[証明]. 最初の積分は Γ1,Γ2をパラメータ表示して計算すると、

I = 2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

log |1 + eix + reiy|dxdy (0 < r < 1)

となる。定理 12より、|1 + reiy| ≤ 1となるとき xの積分は 0となる。ま
た、定理 11より |1 + reiy| > 1となるとき xの積分は 2π log |1 + reiy|と
なる。|1 + reiy| > 1を満たす yの範囲を−φ < y < φとする。

16



ここで、r < 1のときテイラー展開をすると

log(1 + reiy) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 (re
iy)n

n

が得られる。これを用いて yの積分を計算すると

4π

∫ φ

−φ

log(1 + reiy)dy = 4π
∞∑
n=1

(−1)n−1 r
n

n

∫ φ

−φ

einydy

= 4π
∞∑
n=1

(−1)n−12r
n sin(nφ)

n2

(6)

となることがわかる。
ここで r → 1とすると、φ = 2

3
πとなることより

((6) 式) −→ 8π
∞∑
n=1

(−1)n−1 sin(
2
3
πn)

n2
= 8π

∞∑
n=1

sin(π
3
n)

n2

となり、定理が示された。

5 まとめと今後の展望
卒業研究の主結果としては序文にまとめてある 6つの積分計算である。
ただ積分計算を行っただけではなく、偏角の原理や複素対数についての
理解を深めることができた。いくら計算しても理想の答えに行き着かな
かったり、計算する上での解法の方針がなかなか思いつかなかったりと
苦労した。大学に入学し、数々の数学の講義を受講した中で複素関数論
に興味を持った。研究室に配属されてからの 1年間、複素関数論のこと
を学ぶことができて良かったと思う。
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今後の課題としては、主結果の６つ目の式の積分範囲を変えた式を計
算することである。すなわち、上半平面上にある半径１の半円をΓ′

1,Γ
′
2と

したとき、 ∫
Γ′
2

∫
Γ′
1

log |1 + z + w|
zw

dzdw =
14

3

∞∑
n=1

1

n3

が成り立つことを示すことである。[2, 式 (b), p.553]

最後に、卒業研究を進めるにあたり、西山教授には丁寧かつ熱心なご
指導を頂きました。心より感謝致します。また、1年間をともに過ごした
西山研究室の皆様に感謝致します。
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