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まえがき 

 
この研究は多面体を通してフラーレンの構造，諸量について理解することを目標にした．

フラーレンとは炭素元素同素体であり，他の同素体にはダイヤモンド，黒鉛（グラファイ

ト），カーボンナノチューブがある．最初に発見されたフラーレンは切頭 20 面体の頂点に

炭素原子 60 個を配した 5 員環と 6 員環の交った構造をもつ．ここで切頭 20 面体とは正 20
面体の頂点を切り落としてできる準正多面体のことである．ここに私が多面体を通してフ

ラーレンを理解しようとした理由がある．切頭 20 面体が大きく関係しているならば，元の

立体である正多面体，その仲間であり正多面体を応用することでできる切頭多面体，そし

てそれらを構成する多角形，これらを考察することはフラーレンの構造を理解するのに欠

かせないと考えた．しかし残念ながら，この考えが適用できるのはフラーレンܥ଺଴（以降ܥ଺଴ ）

だけである．なぜならば，凸であり構成面が正多角形であるフラーレンはܥ଺଴だけであり，

他はそうでないからである．つまり多角形や多面体を考察することでフラーレンの構造や

諸量を理解できる範囲は僅かな部分であることが分かった． 
フラーレンܥ଻଴（以降ܥ଻଴）については [ D.A.Mckenzie，C.A.Davis，D.J.H.Cockayne，

D.A.Muller，A.M.Vassallo， The structure of ܥ଻଴ molecule， NATURE  VOL355，622，
1992 ] においてその構造が実験に基づいて詳細に報告されており，本論文でもそのデータ

を引用した．これを基に今後，諸量の理論的な導出に邁進していきたいと思う． 
フラーレンܥ଺଴は 1985 年，ハロルド・クロトー，リチャード・スモーリー，ロバート・

カールらによって発見され，この３人はこの業績によって 1996 年にノーベル化学賞を受賞

した．現在までに安定フラーレンと確認されたものは炭素数 100 以下のものでܥ଺଴, ,଻଴ܥ ,଻଺ܥ

,଻଼ܥ ,ଶ଼ܥ ,ସ଼ܥ ,ଽ଴ܥ ଽ଺  である．フラーレンの特筆すべきことは，これまでに発見されたフܥ

ラーレンは 5 員環（5 角形）と 6 員環（6 角形）のみから構成されていること，そして 5 員

環を必ず 12 個含むということである．結合は 5 員環に 5 個の 6 員環が接し，6 員環に 6 員

環 3 個と 5 員環 3 個が交互に接しているのである．また 5 員環には 2 重結合はなく、6 員

環同士が接する場所に存在する．その他，フラーレンは孤立 5 員環則（12 個の 5 員環は隣

接しない規則）を満たす．この規則が ܥ଺଴ と ܥ଻଴ の間で安定フラーレンが存在しない理由で

あり，5 員環が隣り合った構造ではその付近の結合のひずみが増加して構造を不安定にして

しまう．これについてはまだ理論的には理解しておらず，今後考察を行う．ܥ଺଴の場合には

5 員環が隣り合う事を許せば 1800 種類の構造が可能だということだが，実際には 1 種類し

かできず，孤立 5 員環則がフラーレンの安定性に強い制限を与えていると言える． 
以下，論文の内容を章毎に解説する． 
§1．“等辺多角形”では，平面上で凸な等辺 5 角形が存在する条件について考察した．

これはフラーレンには 12 個の 5 角形が必ず含まれており等辺 5 角形の考察が欠かせないた
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めである． 
§2．“凸多面体”では，何故凸多面体に限定したかというとܥ଺଴ が凸多面体であり，その

他のフラーレンもおそらく凸多面体であろうとこの時点では予想していたためである． 
 §3．“オイラーの多面体定理”では，凸多面体の頂点の数をܸሺ ܸ݁ݔ݁ݐݎ ሻ，辺の数をܧ ሺ ݁݃݀ܧሻ，
面の数ܨ ሺ݁ܿܽܨሻとおくと ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 2  の関係が成り立つというオイラーの多面体定理の

証明を行った．この定理は既述のフラーレンに 12 個の 5 角形が必ず含まれていることの証

明に必要である． 
§4．“プラトンの多面体”では，正多面体を定義して，さらに正多面体が相似を除けば 5

種類である証明を与えた．高次のフラーレンがどうであれ ܥ଺଴ が切頭 20 面体であり，その

切頭 20 面体はプラトンの多面体に含まれる正 20 面体を応用させたものであるから，正多

面体を考察すること重要であると考えられる． 
§5．“正多面体の諸量”，及び§6．“切頭多面体の諸量”では，1 辺の長さを 1 とした正

多面体の諸量とその正多面体を切頭してできる等辺な切頭多面体の諸量について考察した．

ここで諸量とは頂点・辺・面の数，表面積・体積，外接球の半径，2 面角，凸多面体の内接

球の半径である．なお本論文では凸多面体の内接球とは凸多面体の全ての面に内接する球

のことを指す．内接球は存在することも存在しないことも有りうる．存在するときはその

半径を求める．存在しないときは残った立体の諸量を求める．これはフラーレンの諸量を

求める際に必要となってくる情報と思われる． 
§7．“フラーレン”では，ܥ଺଴ の諸量を求めたり，Nature に掲載されている論文中のデ

ータを引用しܥ଻଴の原子間距離の塗り分けを行った．また関連のある論文についての翻訳も

行った． 
§8．“まとめ”では，研究をしたことによる結果や反省，また今後の課題について記述

した． 
§9．“参考文献・資料”では，本研究で参考または引用した文章や図についての参考書

や論文，web ページを載せている． 
 
この論文を読んで多角形，多面体，フラーレンに少しでも興味を持って頂き，またデー

タが何かの役に立てばありがたい． 
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§1．等辺多角形 

 
平面上で一辺の長さが 1 で凸な等辺 5 角形の存在条件を数式で表すことを目標とする．

これはフラーレンには 12 個の 5 角形が必ず含まれており，フラーレンにとって重要な多角

形であるためで諸量を求める際に数式で表しておいた方が都合が良いのではと思ったから

である． 
等辺の 5 角形の頂点を反時計回りにܣ, ,ܤ ,ܥ ,ܦ 平面上において図 ݕݔ，とし ܧ 1 のように頂

点ܣ, ܤܣܧ∠の座標を決める．角ܤ ൌ ܣܤܥ∠と角 ߠ ൌ  ߮ を用いてܥ,  ，の座標を書き表すとܧ
ܧ ൌ ሺ cos ߠ,   sin ߠ ሻ ,        ܥ ൌ ሺ 1 െ cos ߮,   sin ߮ ሻ 

となる． 
図 1 

 
ここでܥܧ 間の距離が 2以上になってしまうと 5 角形は構成できないから， 

|ܥܧ| ൏ 2 
つまり， 

ଶ|ܥܧ| ൏ 4 
となる．よって 

4 ൐ ሺ 1 െ cos߮ െ cos ሻଶ ߠ ൅ ሺsin߮ െ sin  ሻଶ ߠ
ൌ 1 ൅ cosଶߠ ൅ cosଶ߮ െ 2 cos߮ െ 2 cos  ߠ

                         ൅2 cos߮ cos ߠ ൅ sinଶ߮ ൅ sinଶߠ െ 2 sin߮ sin  ߠ
                    ൌ 1 ൅ 1 ൅ 1 െ 2ሺcos߮ ൅ cos ሻ ߠ ൅ 2 cosሺ ߮ ൅  ሻ ߠ

    ൌ 3 ൅ 2 cosሺ ߮ ൅ ሻ ߠ െ 2ሺ cos߮ ൅ cos  ሻ ߠ
となる． 

ఏାఝ
ଶ

ൌ    ,ܯ ఏିఝ
ଶ

ൌ ܰとおくと， 

4 ൐ 4 cosଶܯ െ 4 cos ܯ cos ܰ ൅ 1 
 
となる．ここでさらにcos ܯ ൌ ܺ, cos ܰ ൌ ܻとおくと， 

0 ൐ 4ܺଶ െ 4ܻܺ െ 3, 
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ܻ െ √ܻଶ ൅ 3
2 ൏ ܺ ൏

ܻ ൅ √ܻଶ ൅ 3
2  

が得られる．これで次の定理が得られた． 
 
定理 1．  1 辺の長さが 1 の等辺 5 角形において隣り合う頂点の内角を ߮, ．とする ߠ

この ߮,  ，に対して ߠ

ܺ ൌ cos
ߠ ൅ ߮
2  , ܻ ൌ cos

ߠ െ ߮
2   

とおくと， 

ܻ െ √ܻଶ ൅ 3
2 ൏ ܺ ൏

ܻ ൅ √ܻଶ ൅ 3
2  

が成り立つ． 
 
これで等辺 5 角形の存在のための必要条件は書き表せたが，この条件だけでは凹な 5 角

形も含まれてしまうので，それぞれの内角は ߨ 未満であるという条件を加える．本当は凸

である条件も数式で表したかったが，現時点では分からなかった． 
またフラーレンには 6 角形も大事な多角形であるので，等辺 6 角形の成立条件を書き表

すことも含め，今後の課題とする． 
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§2．凸多面体 

 
フラーレンܥ଺଴ が凸であり，その他のフラーレンもおそらく凸であろうと予想した．そこ

でまず凸多面体の定義をはっきりとさせ，さらに有限個の平面で囲まれた有界な立体は凸

であることについての証明を行う． 
 
定義 1． 凸多面体とは，空間 ૜ࡾ 内の有限個の平面で囲まれた有界な立体であ

る． 
 
定義 2．  V  ؿ ૜ࡾ が凸であるとは任意の ࢖, ࢗ א ࢂ に対して ࢗ,࢖ܫ ؿ となること ࢂ

である．ただしࢗ,࢖ܫ は端点が ࢖, ࢗ の線分を表す． 
 
凸多面体という名称からすると，これは凸集合であるが，これを定義に則って確かめてお 
こう． 
 

定理 2.   凸多面体は空間 ࡾ૜ 内の凸な部分集合である． 

 
[証明] 図 2 において線分ܫ௣,௤を ݉ ׷  ݊ に内分する点は， 

݉ሺ ࢗ െ ሻ ࢖
݉ ൅ ݊ ൅ ࢖ ൌ

ࢗ݉ ൅ ࢖݊
݉ ൅ ݊ ൌ ࢖ݏ ൅ ࢗݐ ൌ ሺ  s݌ଵ ൅ ,ଵݍݐ ଶ݌ݏ ൅ , ଶݍݐ pݏ ൅  ଷሻݍݐ

と表すことができる．ただし 
ݏ  ൅ ݐ ൌ ,ݏ       ,1 ݐ ൒ 0 

である．つまり， 
ࢗ,࢖ܫ ൌ ሼ ࢖ݏ ൅ ݏ | ࢗݐ ൅ ݐ ൌ ,ݏ    ,1 ݐ ൒ 0 ሽ 

となる．࢖, ࢗ א ࢗ,࢖ܫのとき ࢂ ؿ  ．を以下示すࢂ
図 2 

 
今，࢖, ࢗ א ࢗ,࢖ܫのとき ࢂ ؿ ࢂを以下示す．そこで ࢂ ؿ , ૚ࡴ ૜が平面ࡾ , ૛ࡴ ,… ,૜ࡴ で囲まれ࢑ࡴ

ているとしよう．ሺܽ௜ , ܾ௜ , ܿ௜ሻ ് 0 を࢏ࡴሺ 1 ൑ ݅ ൑ ݇ ሻの法線ベクトルとすると࢏ࡴの方程式は， 
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ݔ௜ܽ  :࢏ࡴ ൅ ܾ௜ݕ ൅ ܿ௜ݖ ൅ ݀௜ ൌ 0            ሺ 1 ൑ ݅ ൑ ݇ ሻ 
と表される．すると，ࢂ は ࡴ૚~࢑ࡴで囲まれているので 
ࢂ          ൌ ሼ ܽ௜ݔ ൅ ܾ௜ݕ ൅ ܿ௜ݖ ൅ ݀௜ ൒ 0 | 1 ൏ ݅ ൏ ݇ ሽ         ・・・① 
と表される． ,࢖ ࢗ א , ࢖，なので ࢂ  ，は①の不等式を満たしている．つまり ࢗ
                

ܽ௜݌ଵ ൅ ܾ௜݌ଶ ൅ ܿ௜݌ଷ ൅ ݀௜ ൒ 0    ሺ 1 ൑ ݅ ൑ ݇ ሻ 
ܽ௜ݍଵ ൅ ܾ௜ݍଶ ൅ ܿ௜ݍଷ ൅ ݀௜ ൒ 0    ሺ 1 ൑ ݅ ൑ ݇ ሻ 

 
が成り立つ．そこで①の不等式に ࢗ,࢖ܫ 上の点 ࢖ݏ ൅ ݏ ሺ ࢗݐ ൅ ݐ ൌ 1, ,ݏ ݐ ൒ 0 )を代入すると， 
 
        ܽ௜ሺ ݌ݏଵ ൅ ଵሻݍݐ ൅ ܾ௜ሺ ݌ݏଶ ൅ ଶሻݍݐ ൅ ܿ௜ሺ ݌ݏଷ ൅ ଷሻݍݐ ൅ ݀௜ 
                          ൌ ܽ௜݌ݏଵ ൅ ܽ௜ݍݐଵ ൅ ܾ௜݌ݏଶ ൅ ܾ௜ݍݐଶ ൅ ܿ௜݌ݏଷ ൅ ܿ௜ݍݐଷ ൅ ݀௜ 
                          ൌ ଵ݌ሺܽ௜ݏ ൅ ܾ௜݌ଶ ൅ ܿ௜݌ଷሻ ൅ ଵݍሺܽ௜ݐ ൅ ܾ௜ݍଶ ൅ ܿ௜ݍଷሻ ൅ ݀௜ 

    ൌ ଵ݌ሺܽ௜ݏ ൅ ܾ௜݌ଶ ൅ ܿ௜݌ଷ ൅ ݀௜ሻ ൅ ଵݍሺܽ௜ݐ ൅ ܾ௜ݍଶ ൅ ܿ௜ݍଷ ൅ ݀௜ሻ ൅ ሺ 1 െ ݏ െ  ሻ݀௜ ݐ
                          ൌ ଵ݌ሺܽ௜ݏ ൅ ܾ௜݌ଶ ൅ ܿ௜݌ଷ ൅ ݀௜ሻ ൅ ଵݍሺܽ௜ݐ ൅ ܾ௜ݍଶ ൅ ܿ௜ݍଷ ൅ ݀௜ሻ ൒ 0 
 
となり，࢖ݏ ൅ ࢗ,࢖ܫ は不等式を満たすことが分かる．従って ࢗݐ ؿ は凸あることが ࢂ であり  ࢂ

証明された． 
■ 
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§3．オイラーの多面体定理 

 
凸多面体における頂点・辺・面の数についての関係を表した定理がオイラーの多面体定

理である．ここで頂点の数をܸሺ ܸ݁ݔ݁ݐݎ ሻ，辺の数をܧ ሺ ݁݃݀ܧሻ，面の数ܨ ሺ݁ܿܽܨሻとおくと以

下の定理が成り立つ．この定理はフラーレンに 12 個の 5 角形が必ず含まれていることの証

明に必要である． 
 
定理 3．（オイラーの多面体定理） 凸多面体の頂点，辺，面の数について次

の関係が成り立つ．        
ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 2 

 
＊この公式は凸でなくても膨らませると球の形になる多面体については成立する． 
 
これよりオイラーの多面体定理を参考文献[7]を参考に証明する． 

[証明] (ⅰ)まず ܨ  面体の１面を取り除く．（例として正 4 面体を考え証明を追っていく） 

                    
→ 

 

(ⅱ) 次に辺に沿って切れ込みを入れていくことで，その立体の展開図を作る。なお，こ

の操作で 1 辺は 2 辺に，1 つの頂点は 2 つの頂点になるので ( ܸ, ,ܧ , ݒ ሻ  の増加量 ሺ ܨ ݁ , ݂ ) 
=  ሺ 1 , 1 , 0 ) となる．よって ݒ െ ݁ ൅ ݂ ൌ  1 െ 1 ൅ 0 ൌ 0 より辺に沿って切っていくこの操作

でܸ, ,ܧ  ．の関係に変化は起きない ܨ

     
ܸ ൌ ܧ   ,5 ൌ ܨ   ,7 ൌ 3             →     ܸ ൌ ܧ   ,6 ൌ ܨ   ,8 ൌ 3         →     ܸ ൌ ܧ   ,7 ൌ ܨ   ,9 ൌ 3 

          ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 1                                            ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 1                                         ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 1 
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(ⅲ) 次に展開図から面を 1 枚切り取る．切り離した面の増加量を ሺ ݒଵ , ݁ଵ , ଵ݂ )とすると

残った展開図の( ܸ, ,ܧ , ݒ ሻ の増加量は ሺ ܨ ݁ , ݂ )= ሺ 1 െ ,ଵݒ െ݁ଵ , െ ଵ݂ ) ൌ ( 1 െ ,ଵݒ െݒଵ , െ 1ሻと
なる．従ってܸ െ ܧ ൅ ݒの増加量は ܨ െ ݁ ൅ ݂ ൌ  1 െ ଵݒ ൅ ଵݒ െ  1 ൌ 0 であるため，残った展

開図のܸ െ ܧ ൅ に変化は起きていない．よって順次面を切り取っていく操作で残った展開 ܨ

図のܸ െ ܧ ൅  ．に変化は起きないܨ

                       
ܸ ൌ ܧ   ,6 ൌ ܨ   ,8 ൌ 3;    ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 1   →   全体 ܸ ൌ ܧ   ,7 ൌ ܨ   ,8 ൌ 3,   ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 2 
                   残った展開図   ܸ ൌ ܧ   ,4 ൌ ܨ   ,5 ൌ 2,   ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 1 

                 
 ܸ ൌ ܧ   ,7 ൌ ܨ   ,9 ൌ 3,   ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 1   →  全体 ܸ ൌ ܧ   ,3 ൌ ܨ   ,3 ൌ 1,   ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 1 
                            残った展開図   ܸ ൌ ܧ   ,5 ൌ ܨ   ,6 ൌ 2,   ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 1 
 
(ⅳ) 頂点を切り離す操作を続けていき最後の１面(多角形)になったとき，それが「残った

展開図」となる．既述のように多角形では ܸ ൌ ,ܧ ܨ ൌ 1 ,つまり ܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 1 が成り立っ

ている．従って(ⅱ)，(ⅲ)より(ⅰ)で 1 面を取り除かれた ሺ ܨ െ 1 ሻ 面体でもܸ െ ܧ ൅ ሺ ܨ െ 1 ሻ ൌ

1が成り立っている．よってܸ െ ܧ ൅ ܨ ൌ 2．                            

■ 
 
 
 
 
 
 
 
 



11 
 

§4．プラトンの多面体 

 
ここでは正多面体が相似を除けば 5 種類であることの証明を行う．高次のフラーレンがど

うであれ ܥ଺଴  が切頭 20 面体であり，その切頭 20 面体はプラトンの多面体に含まれる正 20
面体を応用させたものであるから正多面体を考察することは重要である． 

 
定義 3.  プラトンの多面体とは次の条件①～③を満たす立体である． 
①有限個の面で囲まれた凸多面体である． 
②各面は全て合同な正多角形である． 
③各頂点において頂点を中心とした十分小さな半径の球を考え球面と各

辺の交点及び球の中心を結んでできる多角錐が全て合同である． 
（以下③のような時、「各頂点の近傍は全て合同である」と言うことにす

る．） 
 
定理 4． プラトンの多面体は相似を除けば 5 種類である． 

 
[証明] 正多面体が存在するための必要条件として次の(ア)，(イ)が考えられる． 
 
(ア)１つの頂点に集まる面は 3 枚以上． 
(イ)頂点に集まる各多角形の内角の和は  ．より小さいߨ2
 
各頂点に݉ 枚の面が集まっているとすると，正 ݊ 角形( ݊ >3)の内角の大きさは， 

 
݊ ሺߨ െ 2 ሻ

݊   

であるから，(ア)，(イ)より， 

ሺ݊ߨ3 െ 2ሻ
݊ ൑ ݉ ·

ሺ݊ߨ െ 2ሻ
݊ ൏  ,ߨ2

ሺ݊ߨ3 െ 2ሻ
݊ ൏ ,ߨ2 ݊ െ 2 ൏

2݊
3 , 3݊ െ 6 ൏ 2݊, 

׵        ݊ ൏ 6． 
これより， 

݊ ൌ 3 ,   4 ,   5 

であることが分かる．そこで ݊ の値によって場合分けして考える． 
(ⅰ) ݊ ൌ 5 のとき各面は 5 角形である． 
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ܸ ൌ
ܨ5
݉ ܧ   , ൌ

ܨ5
2  

オイラーの多面体定理を用いて， 

ܨ5
݉ െ

ܨ5
2 ൅ ܨ ൌ 2 

が成り立つ．これをまとめると， 
ܨ10 െ ܨ5݉ ൅ ܨ2݉ ൌ 4݉, 

ܨ3݉                               ൅ 4݉ െ ܨ10 ൌ 0                      ・・・② 
となる．これを更に変形すると， 

ܨ݉ ൅
4݉
3 െ

ܨ10
3 ൌ 0, 

൬݉ െ
10
3 ൰ ൬ܨ ൅

4
3൰ ൌ െ

40
9 ． 

ここで ܨ ൅  ସ 
ଷ
൐ 0 なので，上の不等式より， 

݉ െ
10
3 ൏ 0,     ݉ ൏

10
3 , 

׵                                                                             ݉ ൌ 3．                         ・・・③ 
②を①に代入して， 

ܨ9 ൅ 12 െ ܨ10 ൌ 0, 
ܨ ൌ 12． 

従ってこの正多面体は正 12 面体である． 
図 3 

 
(ⅱ) ݊ ൌ 4 のとき各面は 4 角形である． 

ܸ ൌ
ܨ4
݉  ܧ   , ൌ

ܨ4
2  

オイラーの多面体定理を用いて， 

ܨ4
݉ െ

ܨ4
2 ൅ ܨ ൌ 2 
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が成り立つ．これをまとめると， 
ܨ8 െ ܨ4݉ ൅ ܨ2݉ ൌ 4݉, 
ܨ2݉ ൅ 4݉ െ ܨ8 ൌ 0, 

ܨ݉                              ൅ 2݉ െ ܨ4 ൌ 0                        ・・・④ 

となる．これを更に変形すると， 
ሺ݉ െ 4ሻሺܨ ൅ 2ሻ ൌ െ8． 

ここで ܨ ൅ 2 ൐ 0 なので，上の不等式より， 
݉ െ 4 ൏ 0, 
݉ ൏ 4, 

                      ׵             ݉ ൌ 3．                           ・・・⑤ 
④を③に代入して， 

ܨ3 ൅ 6 െ ܨ4 ൌ 0, 

ܨ ൌ 6． 
従ってこの正多面体は正 6 面体である． 

図 4 

 
(ⅲ) ݊ ൌ 3 のとき各面は 3 角形である． 

ܸ ൌ
ܨ3
݉   ܧ   , ൌ

ܨ3
2  

オイラーの多面体定理を用いて， 

ܨ3
݉ െ

ܨ3
2 ൅ ܨ ൌ 2 

が成り立つ．これをまとめると， 
ܨ6 െ ܨ3݉ ൅ ܨ2݉ ൌ 4݉, 

ܨ݉                                 ൅ 4݉ െ ܨ6 ൌ 0                        ・・・⑥ 
となる．これを更に変形すると，  

ሺ݉ െ 6ሻሺܨ ൅ 4ሻ ൌ െ24． 
ここで ܨ ൅ 4 ൐ 0 なので，上の不等式より， 

݉ െ 6 ൏ 0, 

݉ ൏ 6, 

׵        ݉ ൌ 3,   4,   5． 
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(a) ݉ ൌ 3 のとき，⑥に代入して， 
ܨ3 ൅ ܨ12－6 ൌ ܨ3      ,0 ൌ ܨ        ,12 ൌ 4． 

従ってこの正多面体は正 4 面体である． 
図 5 

 

(b) ݉ ൌ 4 のとき，⑥に代入して， 
ܨ4 ൅ ܨ16－6 ൌ ܨ2       ,0 ൌ ܨ       ,16 ൌ 8． 

従ってこの正多面体は正 8 面体である． 
図 6 

 

(c) ݉ ൌ 5 のとき，⑤に代入して， 
ܨ5 ൅ ܨ20－6 ൌ ܨ     ,0 ൌ 20． 

従ってこの正多面体は正 20 面体である． 
図 7 

 
                      
よって正多面体は相似を除けば 5 種類しかないと証明できた．           ■ 

図は[1]より引用した． 
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§5．正多面体の諸量 
 
正多面体の辺の長さや面の面積を個々の場合に計算して諸量をただ求めるのは簡単だが，

ここでは以下のように ݌ , を決めて ݍ 5 種類の正多面体に対する一般的な公式を導くことに

する．これは[1]を参考にした． 
各面が ݌ 角形、各頂点が ݍ 角錐の正多面体を記号ሺ ݌ , ሻで表す．以下，各面を構成する ݍ

正多角形の 1 辺の長さは 1 とする． 
まず頂点・辺・面の数 ܸ, ,ܧ  外接球の半径 ܴ を，ݎ 表面積 ܵ，体積 ܶ，内接球の半径，ܨ

, ݌ で表す．2ݍ 面で 1 つの辺を共有しているので， 
ܨ݌ ൌ  ①・・・ܧ2

であり，更に 1 つの辺が 2 点を含むので， 
ܨ݌ ൌ  ②・・・ܧ2

となる．①と②をまとめると， 

ܸ ൌ
ܧ2
ݍ ܨ     , ൌ

ܧ2
݌ ܧ     , ൌ 1 

となる．これを比で表すと， 

ܸ ׷ ܧ ׷ ܨ ൌ
1
ݍ ׷

 1 
2 ׷

 1 
݌  

となる．比例定数を ܿ としてオイラーの多面体定理に代入すると， 

2 ൌ ܿ  ൬
 1 
ݍ ൅

 1 
݌ െ

 1 
2 ൰ , 

׵          ܿ  ൌ
2

ቀ ଵ 
௤
൅  ଵ 

௣
െ  ଵ 

ଶ
ቁ
ൌ

ݍ݌4
ݍ2  ൅ ݌2 െ   ݍ݌

となる．分母，分子に 2ݍ݌ を掛けると， 

ܸ ൌ
݌4

݌2 ൅ ݍ2 െ ݍ݌ ܧ      ,  ൌ
ݍ݌2

݌2 ൅ ݍ2 െ ݍ݌ ܨ     ,  ൌ
ݍ4

݌2 ൅ ݍ2 െ  ݍ݌

となる．またሺ ݎ , ܴ ሻ ൌ (内接球の半径, 外接球の半径) は， 

ܾ ൌ ඨ1 െ cosଶ
 ߨ 
݌ െ cosଶ

 ߨ 
ݍ  

を用いて以下のように書き表せる． 

ݎ ൌ
ܽ
2ܾ  cot ൬

 ߨ 
݌ ൰ cos ൬

 ߨ 
ݍ ൰ ,      ܴ ൌ

ܽ
2ܾ  sin ൬

 ߨ 
ݍ ൰ 

となる．ただし ܽ は辺長であるが我々は ܽ ൌ 1と仮定していることに注意する． 
 
最後にሺ ܵ , ܶ ሻ ൌ ൫表面積,体積൯ は， 
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ܵ ൌ
 ݌ 
4 ܽଶܨ cot

 ߨ 
݌ ൌ

 ܧ 
2 ܽଶ cot

 ߨ 
݌  ,        ܶ ൌ

 1 
3  ݎܵ

となる． 
 
定義 4．  双対多面体とは多面体の面の重心同士を辺で結ぶことによりでき

る立体のことである． 

 
このようにして求まった各正多面体の諸量を下にまとめる．なお ݎ௡, ܴ௡, ܵ௡, ௡ܶ の下添え字

は正 ݊ 面体を表している． 
 

●正 4 面体● 

             
展開図                     双対多面体：正 8 面体 

ሺ ܸ , , ܧ ሻ ܨ ൌ ሺ 8 , 12 , 6 ሻ 
ሺ ݌ , ሻ ݍ ൌ ሺ 4 , 3 ሻ 

ሺݎସ , ܴସሻ ൌ ቆ
 1 
2   ,

√3
2 ቇ 

ሺܵସ , ସܶሻ ൌ ሺ 6 , 1 ሻ 
 

●正 6 面体● 

                

    展開図                     双対多面体：正 8 面体 
ሺ ܸ , , ܧ ሻ ܨ ൌ ሺ 8 , 12 , 6 ሻ 

ሺ ݌ , ሻ ݍ ൌ ሺ 4 , 3 ሻ 
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ሺݎ଺ , ܴ଺ሻ ൌ ቆ
 1 
2   ,

√3
2 ቇ 

ሺܵ଺ , ଺ܶሻ ൌ ሺ 6 , 1 ሻ 
 

●正 8 面体● 

         
展開図                      双対多面体：正 6 面体 

ሺ ܸ , , ܧ ሻ ܨ ൌ ሺ 6 , 12 , 8 ሻ 
ሺ ݌ , ሻ ݍ ൌ ሺ 3 , 4 ሻ 

ሺ଼ݎ  , ଼ܴሻ ൌ ቆ
√6
6  ,

√2
2 ቇ 

ሺ଼ܵ , ଼ܶ ሻ ൌ ቆ 2√3 ,
√2
3 ቇ 

 
●正 12 面体● 

               

展開図                       双対多面体：正 20 面体 
               ሺ ܸ , , ܧ ሻ ܨ ൌ ሺ 20 , 30 , 12 ሻ 

ሺ ݌ , ሻ ݍ ൌ ሺ 5 , 3 ሻ 

ሺݎଵଶ , ܴଵଶሻ ൌ

ۉ

ۇ
cot  గ 

ହ

4ට ଷ 
ସ
െ cosଶ  గ 

ହ

  ,
√3

4ට ଷ 
ସ
െ cosଶ  గ 

ହ ی

ۊ ൌ ൭
1 ൅ √5

√2ඥ5 െ √5ሺ√5 ൅ 1ሻ
,

√3
√5 െ 1

൱ 

ሺ ଵܵଶ , ଵܶଶሻ ൌ ቆ3ට5൫5 ൅ 2√5൯ ,
15 ൅ 7√5

4 ቇ 
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●正 20 面体● 

               

展開図                      双対多面体：正 12 面体 
ሺ ܸ , , ܧ ሻ ܨ ൌ ሺ 12 , 30 , 20 ሻ 

ሺ ݌ , ሻ ݍ ൌ ሺ 3 , 5 ሻ 

ሺݎଶ଴ , ܴଶ଴ሻ ൌ

ۉ

ۇ
√3 cos  గ ହ

6ට ଷ 
ସ
െ cosଶ  గ 

ହ

  ,
sin  గ 

ହ

2ට ଷ 
ସ
െ cosଶ  గ 

ହ ی

ۊ ൌ ൭
√3ሺ1 ൅ √5ሻ
6ሺ√5 െ 1ሻ

,
ඥ5 െ √5

√2ሺ√5 െ 1ሻ
൱ 

ሺܵଶ଴ , ଶܶ଴ሻ ൌ ቆ5√3 ,
5ሺ3 ൅ √5ሻ

12 ቇ 

 
 
図は[1]と[8]より引用した．ただし双対多面体の図は自作である． 
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§5．切頭多面体の諸量 
 

切頭多面体とは正多面体の各頂点の近傍をその頂点と重心を結んだ直線に垂直な平面

で切り落とした立体である．切頭多面体は準正多面体である． 
また準正多面体とは次の条件①～③を満たす立体である． 

 
①有限個の多角形で囲まれた凸多面体である． 

       ②各面は全ての辺長が等しい多角形からなる． 
       ③各頂点での多角錐は全て合同である． 

 
すべての辺の長さが 1 の正多面体を切頭することで等辺の切頭多面体を作り，その諸量

を求めよう．ここでいう諸量とは頂点・辺・面の数，表面積，体積，外接球の半径，2 面

角，内接球の半径である．なお本論文では凸多面体の内接球とは凸多面体の全ての面に内

接する球のことを指す．内接球は存在することも存在しないことも有りうる．存在すると

きはその半径を求める．存在しないときは残った立体の諸量を求める．(他の論文とは内接

球という用語を異なる意味で使うので注意してほしい)これはフラーレンの諸量を求める

際に必要な情報だと思う． 
 

 
切頭多面体の頂点・辺・面の数を ܸ, ,ܧ ，表面積を ܵᇱ，体積を ܶԢ，外接球の半径を ܴԢ，ܨ

2 面角を ߠ とする．なお切り取った角錐の頂点を含む辺の長さを ݔ ，頂点を含む 1 つ面の面

積を ݕ ，底面の面積を ݖ ，多角錐の体積を ݒ ，切頭多面体の 1 辺を ݓ とおいて計算する．

切頭多面体は等辺になるように各頂点から多角錐を切り取っていることに注意しよう． 
 

●切頭 4 面体● 

                   
ሺ ܸ , , ܧ ሻܨ ൌ ሺ 12 , 18 , 8 ሻ       展開図 

構成面：正 3 角形 4 枚 正 6 角形 4 枚 
 

正 4 面体( ܤସ )の諸量・・・ሺܵସ , ସܶሻ ൌ ቀ√3 , ଵ
଺√ଶ

ቁ 
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                                                      ሺݎସ ,   ܴସሻ ൌ ቆ
1
2√6

 , 3
2√6

ቇ 

以上の値を基にして諸量を求める．1 辺の長さは  1 3となることがすぐ分かり，正 4 面体の

1 面をܣ とおく．三角形 ܣ  ൬面積 
ඥ3
4  ൰と切り取る 3 角形の面積比は 9 ׷ 1 なので， 

9 ׷  1 ൌ
√3
4 ׷ ݕ       , ݕ  ൌ  

√3
36 

となる．従って，切頭 4面体ሺ ܤସᇱ ሻの 6 角形の 1 面の面積は， 

ݕ3－ܣ ൌ
√3
4
െ 3

√3
36

ൌ
√3
6

 

となる．よって表面積は， 

ܵସᇱ ൌ 4ቆ
√3
36 ൅

√3
6 ቇ ൌ

7√3
9  

となる．ܤସ ቀ体積  ଵ
଺√ଶ

 ቁと切り取る 3 角錐の体積比は 27 ׷ 1 なので， 

27 ׷ 1 ൌ
1
6√2

׷ ݖ    , ݖ  ൌ
1

162√2
 

となる．よって体積は， 

ସܶ
ᇱ ൌ

1
6√2

െ 4
1

162√2
ൌ

23
162√2

 

となる．ܤସ, ସᇱの重心は各頂点から向かい合う面への垂線の交点なので三平方の定理を利用ܤ

して外接球の半径は， 

ܴସᇱ ൌ ඨ 9
16 െ

6
16 ൌ

ඨ 3
16 ൌ

√3
4  

となる．2 面角を図 8 のように 8 角形と 8 角形のなす角を 3，଼,଼ߠ 角形と 8 角形のなす

角を ߠଷ,଼とおく．  
図 8 

 

はᇞ଼,଼ߠ ଵܲܳଵܴଵ で余弦定理を利用して， 
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cos ଼,଼ߠ ൌ
ሺܳଵܴଵሻଶ ൅ ሺܴଵ ଵܲሻଶ െ ሺ ଵܲܳଵሻଶ

2 · ܳଵܴଵ · ܴଵ ଵܲ
ൌ
ቀ √ଷ 
଺
ቁ
ଶ
൅ ቀ √ଷ 

଺
ቁ
ଶ
െ ቀ ଵ 

ଷ
ቁ
ଶ

2 · ቀ √ଷ 
଺
ቁ
ଶ ൌ

 1 
3

 

となる．よって， 
  70.5°~଼,଼ߠ

となる．ߠଷ,଼は， 
଼,ଷߠ ൌ ߨ െ  109.5°~଼,଼ߠ

となる．ݎସᇱ は ܤସの重心から６角形の重心への距離なので ݎ ସ と同じ 
1
2√6

 

になるはずである．この時内接球が存在するときの切り取る 3 角錐の 1 辺の長さは   1 2  とな

り立体は正 8 面体に退化する( 図 9 )．つまり ܤସᇱ  の内接球は存在しない． 
 

図 9 

 

この正 8 面体の諸量については既述の正多面体の諸量において ܽ ൌ  1 
2  とすれば求められる． 

 
●切頭 6 面体● 

                   
ሺܸ , , ܧ ሻ ܨ ൌ ሺ 24 , 36 , 14 ሻ        展開図 

構成面：正 3 角形 8 枚 正 8 角形 6 枚 
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, ଺の諸量・・・ሺܵ଺ܤ ଺ܶሻ ൌ ሺ 6 , 1 ሻ 

        ሺݎ଺ , ܴ଺ሻ ൌ ቆ
1
2
 ,
√3
2
ቇ 

以上の値を基にして諸量を求める．全ての辺を等しくするには各頂点でうまく 3 角錐を切

り取らなければならない．図 10 は ܤ଺ の 1 面に切り取る位置を記したものである． 
図 10 

 

଺ ᇱܤ の 1 辺を ݓ とおくと， 

1: √2 ൌ
1 െ ݓ
2 ,  ݓ: ݓ ൌ

1
√2 ൅ 1

 

となる．切り取る 3 角形の面積は， 

ݕ ൌ
1
2 ൬

1
2 ൅ √2

൰
ଶ

ൌ
3 െ 2√2

4  

であり，切り取ったことによりできる新たな 3 角形の面積 ݖ  は， 

ݖ ൌ
√3ሺ √2 െ 1 ሻଶ

4  

なる．従って表面積は， 

ܵ଺ᇱ ൌ 2ሺെ 6 െ 2√6 ൅ 3√3 ൅ 6√2  ሻ 
となる．切り取る 3 角錐の体積 ݒ  は， 

ݒ ൌ
1
6 ൬

1
2 ൅ √2

൰
ଷ

 

となる．よって体積は， 

଺ܶ
ᇱ ൌ 1 െ

10 െ 7√2
3 ൌ

െ7 ൅ 7√2
3  

となる．図 11 のᇞ ଵܲܳଵܴଵで三平方の定理を利用して外接球の半径は， 

ܴ଺ᇱ ൌ
ඥ5 െ 2√2

2
 

となる． 
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図 11 

 
2 面角を 6 角形と 6 角形のなす角をߠ଺,଺，3 角形と 6 角形のなす角をߠଷ,଺ とおく． 

図 12 

 
଺,଺ߠ ൌ 90° 

は明確である．ߠଷ,଺は図 12 の ᇞ ܲ2ܳ2ܴ2 で余弦定理を利用して，  

cos ߬ ൌ
ሺܳ2ܴ2ሻ

2 ൅ ሺܴ2ܲ2ሻ
2 െ ሺܲ2ܳ2ሻ

2

2 · ܳ2ܴ2 · ܴ2ܲ2
ൌ
ቀ √3 2ݓ ቁ

2
൅ ቀ 1െ22ݓ ቁ

2
െ ቀ 1െ2 ݓ ቁ

2

2 · ቀ √3 2ݓ ቁ ቀ 1െ22ݓ ቁ
ൌ
 1 
√3
 , 

߬~54.7° 
となる．よって， 

ଷ,଺ߠ ൌ ߨ െ ߬~125.3° 

となる．ݎ଺ᇱ は ܤ଺の重心から 8 角形の重心への距離なので ݎ଺ と同じ  1 2  になるはずである．   

図 13 の ᇞ ܲ3ܳ3ܴ3 で三平方の定理を利用して， 

ݔ ൌ 3ቆ
2 െ √3
2 ቇ~0.634 

となる．つまり切り取る 3 角錐の 1 辺の長さが 0.634 となり，同一辺上で 3 角錐二つ分を

切り取るため ܤ଺ の 1 辺の長さ 1 を超えてしまう( ൏ 0.634 + 0.634 = 1.268 )．よって ܤ଺ᇱ  の

内接球は存在しない．                      
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図 13 

 

ただし切り取って残る立体は図 14 のように切頭 8 面体になるので，このことから切頭 8 面

体には内接球があると分かる．この切頭 8 面体の諸量は次の ଼ܤᇱ の内接球がある時の諸量を

参照． 
図 14 

 
 

●切頭 8 面体● 

                                    
ሺ ܸ , , ܧ ሻ ܨ ൌ ሺ 24 , 36 , 14 ሻ       展開図 

構成面：正 4 角形 6 枚 正 6 角形 8 枚 

, の諸量・・・ሺ଼଼ܵܤ ଼ܶ ሻ ൌ ቀ 2√3 , √ଶଷ  ቁ 

                                   ሺ଼ݎ   , ଼ܴሻ ൌ ൬ 
1
√6

 ,
1
√2
 ൰ 

以上の値を基にして諸量を求める．切り取る 3 角形の面積は ܤସᇱ の時と同様なので正 6 角形

の面積は 
ඥ3
6  ，切り取ったことによりできる新たな 4 角形の面積は 1 辺が  1 3  なので， 
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ݖ ൌ
 1 
9  

となる．従って表面積は， 

଼ܵᇱ ൌ 8
√3
6 ൅ 6

1
9 ൌ

4√3 ൅ 2
3  

となる．଼ܤ の上の 4 角錐൬体積 
ඥ2
6  ൰と切り取る 4 角錐の体積比は 27 ׷  1 なので， 

27 ׷  1 ൌ
√2
6
  ׷ ݒ     ,ݒ ൌ

√2
162

 

となる．よって体積は， 

଼ܶᇱ ൌ
√2
3
െ 6

√2
162

ൌ
8√2
27

 

となる．ܤ，଼ܤԢ଼ の重心と 8 つの頂点を通る平面において三平方の定理を利用して， 

଼ܴᇱ ൌ
√10
6  

となる．2 面角を 6 角形と 6 角形のなす角を ߠ଺,଺，4 角形と 6 角形のなす角を ߠସ,଺とおく．図

15 のᇞ ଵܲܳଵܴଵ・図 16 のᇞ ଶܲܳଶܴଶでそれぞれ余弦定理を利用して， 

cos ଺,଺ߠ ൌ
ሺܳଵܴଵሻଶ ൅ ሺܴଵ ଵܲሻଶ െ ሺ ଵܲܳଵሻଶ

2 · ܳଵܴଵ · ܴଵ ଵܲ
ൌ
ቀ√ଷ
ଶ
ቁ
ଶ
൅ ቀ√ଷ

ଶ
ቁ
ଶ
െ ൫√2൯

ଶ

2 · ቀ√ଷ
ଶ
ቁ
ଶ ൌ െ

1
3
 

となる．よって， 
 ଺,଺~109.5°ߠ

となる．また， 

cos ߬ ൌ
ሺܳଶܴଶሻଶ ൅ ሺܴଶ ଶܲሻଶ െ ሺ ଶܲܳଶሻଶ

2 · ܳଶܴଶ · ܴଶ ଶܲ
ൌ
1 ൅ ቀ√ଷ

ଶ
ቁ
ଶ
െ ቀ√ଷ

ଶ
ቁ
ଶ

2 · √ଷ
ଶ

ൌ
1
√3
 , 

߬~54.7° 
となる．よって， 

ସ,଺ߠ ൌ ߨ െ ߬~125. 3° 
となる． 
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図 15 

  
図 16 

 
の重心から ଼ܤ ᇱ はݎ଼ 6 角形の重心への距離なので ଼ݎ  と同じ 

1
√6

 

になるはずである．そのとき切り取る 3 角形の 1 辺の長さは ݔ ൌ ට2െ√3
6 ~0.211である．つ

まり 4 角形の 1 辺が ݔ，それ以外の辺長が 1 െ の切頭 ݔ2 8 面体である( 図 11 )． 
図 17 

 
この諸量について，表面積は， 

଼ܵᇱᇱ ൌ 2√3 ൅ ଶሺ 1ݔ6 െ √3 ሻ 
となる．また体積は， 

଼ܶᇱᇱ ൌ √2 ൬
1
3 െ  ଷ൰ݔ
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となる．図 18 の 3 角形で三平方の定理を利用して，外接球の半径は，                 

଼ܴᇱᇱ ൌ ඨݔଶ െ ݔ ൅
1
2 

となる． 
図 18 

 
2 面角は଼ܤᇱと変わらない． 

 
●切頭 12 面体● 

                 
ሺܸ , , ܧ ሻܨ ൌ ሺ 60 , 90 , 32 ሻ          展開図 

構成面：正 3 角形 20 枚 正 10 角形 12 枚 

, ଵଶݎଵଶの諸量・・・ሺܤ ܴଵଶሻ ൌ ቌ
cot  

 ߨ 

5

4ට 3 

4
െcos2

 ߨ 

5

  ,
√3

4ට 3 

4
െcos2

 ߨ 

5

ቍ ൌ ൬ 1൅√5

√2ඥ5െ√5ሺ√5൅1ሻ
,
√3
√5െ1

൰ 

          ሺ ଵܵଶ , ଵܶଶሻ ൌ ቆ 3ට5൫ 5 ൅ 2√5൯ ,
15 ൅ 7√5

4 ቇ 

以上の値を基にして諸量を求める． 

全ての辺を等しくするには各頂点でうまく 3 角錐を切り取らなければならない．図 19 はܤଵଶ
の 1 面に切り取る位置を記したものである． 
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図 19 

 

ଵଶᇱܤ  の 1 辺を ݓ とすると， 

ݓ ൌ
cos గ

ହ

1 ൅ cos గ
ହ

ൌ
√5
5  

となる．切り取る 3 角形の面積 ݕ  は，                           

ݕ ൌ
1√ݓ െ ݓ2

4 ൌ
√5ඥ5 െ √5

20√2
~0.131 

となる．切り取ったことによりできる新たな 3 角形の面積は， 

ݖ ൌ
ଶݓ3√

4 ൌ
√3
20 ~0.087 

となる．従って表面積は， 

ଵܵଶ
ᇱ ൌ  3ට5൫ 5 ൅ 2√5൯ െ ݕ60 ൅ ݖ20 ൌ  3ට5൫ 5 ൅ 2√5൯ െ

3√5ඥ5 െ √5
√2

൅ √3~14.5 

となる．図 20 のᇞ ଶܲܳଶܴଶで三平方の定理を利用すると，       

݄ ൌ
ඥെ3ሺݓଶ ൅ ݓ6 െ 3 ሻ

6 ൌ
ට ଺ 

ହ
ሺ7 െ 3√5ሻ

6 ~0.099 

となる． 
図 20 

 
切り取る 3 角錐の体積は， 
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ݒ ൌ
݄ݖ
3 ൌ

√3ට ଺ 
ହ
ሺ7 െ 3√5ሻ

360 ~0.0029 

となる．よって体積は， 

ଵܶଶ
ᇱ ൌ  

15 ൅ 7√5
4 െ ݒ20 ൌ

15 ൅ 7√5
4 െ

5√3ට ଺ 
ହ
ሺ7 െ 3√5ሻ

9 ~7.606 

となる．ܤଵଶᇱ の重心と 10 角形の重心とその頂点で作られる 3 角形，10 角形の面の重心とそ

の頂点で作られる 3 角形でそれぞれうまく三平方の定理を使う． 

݉ ൌ
1
2൭

1
sin గ

ହ

െ ሺ 1 െ ሻ ݓ sin
ߨ
5൱ ൌ

 1 
2 ቌ

2√2
ඥ5 െ √5

െ
ቀ1 െ √ହ

ହ
ቁඥ5 െ √5

2√2
ቍ 

とおくと， 

ܴଵଶᇱ ൌ ටݎଵଶଶ ൅ ݉~1.327 

となる．2 面角を 8 角形と 8 角形のなす角を3， ଼,଼ߠ 角形と 8 角形のなす角を ߠଷ,଼とおく．

図 20 のᇞ ଶܲܳଶܴଶで余弦定理を利用して，                   

cos ߬ ൌ
ሺܲ2ܳ2ሻ

2 ൅ ሺܳ2ܴ2ሻ
2 െ ሺܴ2ܲ2ሻ

2

2 · ܳ2ܴ2 · ܲ2ܳ2
ൌ

ݓ
ඥ3 െ ݓ3√2

ൌ
√5

5ට3 െ ଶ√ଵହ
ହ

~0.371  

τ~68.2 
となる．よって， 

଼,ଷߠ ൌ π െ τ~111.8° 
となる．଼ߠ,଼は正 12 面体の 5 角形と 5 角形がなす角と等しいので正 5 角形の頂点と対辺

の中点と ܤଵଶの重心を通る面で三平方の定理を利用して，                      

 116.6°~଼,଼ߠ
となる．଼ߠ,଼の導出は[11]を参考にした．ݎଵଶᇱ  はܤଵଶ の重心から 8 角形の重心への距離なので，

 ଵଶと同じݎ

cot ቀగ
ହ
ቁ

4ටଷ
ସ
െ cosଶ గ

ହ

ൌ
1 ൅ √5

√2ඥ5 െ √5ሺ√5 ൅ 1ሻ
 

になるはずである．図 21 のᇞ ଵܲܳଵܴଵで三平方の定理を利用して， 

ݔ ൌ ඨ
ሺܴଵଶ െ ଵଶሻଶݎ

3 െ 4cosଶ గ
ହ

ൌ
2ሺܴଵଶ െ ଵଶሻݎ
√5 െ 1

~0.806 

となる．そのとき切り取る 5 角錐の 1 辺の長さが 0.806 ~ݔ となり同一辺上で 5 角錐二つ分
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を切り取るため ܤଵଶ の 1 辺の長さ 1 を超えてしまう( ൏ 0.806 + 0.806 = 1.612 )．よって ܤଵଶᇱ  

の内接球は存在しない． 
図 21 

 
ただし切り取って残る立体は切頭 20 面体になるのでこのことから切頭 20 面体には内接球

があると分かる．この切頭 20 面体の諸量は次の ܤଶ଴ ᇱ の内接球がある時の諸量を参照． 
 

●切頭 20 面体● 

                                                  
                          

ሺܸ , , ܧ ሻܨ ൌ ሺ 60 , 90 , 32 ሻ       展開図 
構成面：正 5 角形 12 枚 正 6 角形 20 枚 

, ଶ଴ݎଵଶの諸量・・・ሺܤ ܴଶ଴ሻ ൌ ቌ
√ଷୡ୭ୱ ഏఱ

଺ටయరିୡ୭ୱ
మഏ
ఱ

  ,
ୱ୧୬ ഏఱ

ଶටయరିୡ୭ୱ
మഏ
ఱ

ቍ ൌ ൬√3ሺ1൅√5ሻ
6ሺ√5െ1ሻ

,
ඥ5െ√5
√2ሺ√5െ1ሻ

൰ 

                                 ሺܵଶ଴ , ଶܶ଴ሻ ൌ ቆ 5√3 ,
5ሺ3 ൅ √5ሻ

12 ቇ 

切り取る 3 角形の面積は ܤସ ᇱ の時と同様なので正 6 角形の面積は 
ඥ3
6  であり，切り取ったこ

とによりできる新たな 5 角形の面積は， 

ݖ ൌ
5

36 tan గ
ହ

ൌ
5√2ඥ5 െ √5
36ሺ1 ൅ √5ሻ

~0.191 

となる．従って表面積は， 
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ܵଶ଴ᇱ ൌ 10
√3
3 ൅ ݖ12 ൌ 10

√3
3 ൅

5√2ඥ5 െ √5
3ሺ1 ൅ √5ሻ

~8.067 

となる．図 22 のᇞ ଵܲQܴଵで三平方の定理を利用して， 

ଵܲQ ൌ ݄ ൌ
ට4sinଶ ቀగ

ହ
ቁ െ 1

6 sin గ
ହ

ൌ
√2ሺ√5 െ 1ሻ

6ඥ5 െ √5
~0.175 

となる．従って切り取る 5 角錐の体積は， 

ݒ ൌ
1
3 ݄ݖ ൌ

5√2
36ሺ1 ൅ √5ሻ

·
√2ሺ√5 െ 1ሻ

18 ~0.011 

となる．よって体積は， 

ଶܶ଴
ᇱ ൌ ଶܶ଴ െ ݒ20 ൌ ଶܶ଴ െ

10√2ሺ√5 െ 1ሻ
9 ~1.958 

となる．図 22 のᇞ ଶܲQܴଶで三平方の定理を利用して                 

ଶܴܲଶ ൌ ܴଶ଴ᇱ ൌ ඨሺܴଶ଴ െ ݄ሻଶ ൅
1

36sinଶ ቀగ
ହ
ቁ
ൌ ඨሺܴଶ଴ െ ݄ሻଶ ൅

9ሺ5 െ √5ሻ
2 ~1.016 

となる． 
図 22 

 

2 面角を 5 角形と 6 角形のなす角をߠହ,଺，6 角形と 6 角形のなす角をߠ଺,଺とおく． 
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図 23 

 
 
図 23 のᇞ ଷܲܳଷܴଷで余弦定理を利用して， 

cos߬ ൌ
ሺܳ3ܴ3ሻ

2 ൅ ሺܴ3ܲ3ሻ
2 െ ሺܲ3ܳ3ሻ

2

2 · ܳ3ܴ3 · ܴ3ܲ3
ൌ
൬  1 
଺ ୲ୟ୬ഏఱ

൰
2
൅ ቀ √3 6 ቁ

2
െ ݄2

2 ·  1 
଺ ୲ୟ୬ഏఱ

·  √3 6
~0.795 , 

߬~37.4° 
となる．よって， 

ହ,଺ߠ ൌ ߨ െ ߬~143.6° 
となる．またߠ଺,଺は， 

 ଺,଺~138.2°ߠ
となる． ߠ଺,଺の導出については[10]を参考にした． ݎଶ଴ᇱ  はܤଶ଴の重心から 8 角形の重心への距

離なので，ݎଶ଴ と同じ 

√3 cos ቀ గ ହ ቁ

6ට ଷ 
ସ
െ cosଶ  గ 

ହ

ൌ
√3ሺ1 ൅ √5ሻ
6ሺ√5 െ 1ሻ

 

になるはずである．その時の切り取る 3 角形の 1 辺の長さは， 

ݔ ൌ
ሺܴ20 െ 20ሻݎ

ඨ1 െ ൬  ଵ 
ଶ ୱ୧୬  ഏఱ

൰
ଶ
ൌ
ሺܴ20 െ 20ሻݎ

ට1 െ ଶ
ହି√ହ

~0.371 

つまり 5 角形の 1 辺がݔ，それ以外の辺長が1 െ の切頭 ݔ2 20 面体である．この諸量につい

て，表面積は， 

ܵଶ଴ᇱᇱ ൌ 5√3ሺ1 െ ଶሻݔ3 ൅
ଶݔ15

tan  గ 
ହ

ൌ 5√3ሺ1 െ ଶሻݔ3 ൅
ଶሺ1ݔ15 ൅ √5ሻ

√2ඥ5 െ √5
 

となる．また， 
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݄ᇱ ൌ ඨݔଶ െ
ݔ

2sin  గ 
ହ

ଶ
ൌ ඨݔଶ െ

ଶݔ2

5 െ √5
ᇱݖ    , ൌ

ଶݔ5

4 tan  గ 
ହ

ൌ
ଶሺ1ݔ5 ൅ √5ሻ

4√2ඥ5 െ √5
 

とおくと，体積は， 

ଶܶ଴
ᇱᇱ ൌ ଶܶ଴ െ  Ԣ݄ᇱݖ4

となる．外接球の半径は， 

ܴଶ଴ᇱᇱ ൌ ඨሺܴଶ଴ െ ݄ᇱሻଶ ൅
ݔ

2sinଶ  గ 
ହ

ଶ
ൌ ඨሺܴଶ଴ െ ݄ᇱሻଶ ൅

ଶݔ2

5 െ √5
 

となる．2 面角はܤଶ଴ᇱ と変わらない． 
図は[8]より引用した．ただし計算過程で使用した図及び切頭 12 面体，切頭 20 面体の展開

図は自作である． 
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§7．フラーレン 
 
ここで説明するフラーレンに関する記述は主に[3]と[4]を参考にした． 
フラーレンを説明する上で大事なものは炭素である．炭素は化合物の種類が抜けて多く，

無限に近い種類が人工的に合成できる．そして極めて簡単に炭素原子間の結合をつくるこ

とができる．また，炭素は直線上だけでなく，2 次元面内で折れ曲がったり，3 次元空間に

結合の手を広げることもでき，水素，酸素，窒素などと結合できる． 

                        
ダイヤモンド             黒鉛（グラファイト） 

                   
カルビン                  ナフタレン 

                   

 ଺଴ܥ                            ହܥ
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そしてフラーレンとは，炭素元素同素体(炭素のみからなる分子)であり他にはダイヤモン

ド，黒鉛（グラファイト），カーボンナノチューブがある．結合については 5 員環に 5 個の

6 員環が接し，6 員環に 6 員環 3 個と 5 員環 3 個が交互に接している．5 員環には二重結合

はなく、6 員環同士が接する場所に存在する．炭素と炭素フラーレンの特筆すべきことはこ

れまでに発見されたフラーレンは 5 員環(5 角形)と 6 員環(6 角形)のみから構成されている

こと．そして 5 員環を必ず 12 個含むということである．図形として捉えた場合，5 角形を

12 個含むということでありオイラーの多面体定理より証明が可能である． 
 
定理 5．  球面が同相な多面体の各面が 5 角形と 6 角形だけで構成されていて，

かつ 1 つの頂点には 3 つの面が集まるとする．このとき多面体は丁度 12 個の 5
角形を含む． 

 
[証明] ݔ を 5 角形の枚数，ݕ を 6 角形の枚数とすると，頂点，辺，面の数はそれぞれ， 

ܸ ൌ
ݔ5 ൅ ݕ6

3 ܧ   , ൌ
ݔ5 ൅ ݕ6

2 ܨ   , ൌ ݔ ൅  ݕ

となる．オイラーの多面体定理にそれぞれ代入して， 

ݔ5 ൅ ݕ6
3 െ

ݔ5 ൅ ݕ6
2 ൅ ݔ ൅ ݕ ൌ 2, 

ݔ10 ൅ ݕ12 െ ݔ15 െ ݕ18 ൅ ݔ6 ൅ ݕ6 ൌ 12, 
ݔ ൌ 12 

を得る． 
■ 

 
フラーレンではこの他に孤立 5 員環則(12 個の 5 員環は隣接しない規則)という規則も満

たす．この規則がܥ଺଴とܥ଻଴の間で安定フラーレンが存在しない理由であり，5 員環が隣り合

った構造ではその付近の結合のひずみが増加して構造を不安定にしてしまう．これについ

てはまだ理論的には理解しておらず，今後考察を行う．ܥ଺଴の場合 5 員環が隣り合う事を許

せば 1800 種類の構造が可能だそうだが，実際には 1 種類しかできず，孤立 5 員環則がフラ

ーレンの安定性に強い制限を与えていると言える． 
最初に発見されたフラーレンは切頭 20 面体の頂点に炭素原子 60 個を配した 5 員環と 6

員環の交った構造をもつ．これは 1985 年，ハロルド・クロトー，リチャード・スモーリー，

ロバート・カールらによって発見され 3 人はこの功績によってノーベル化学賞を受賞した．

現在までに安定フラーレンと確認されたものは炭素数 100 以下のもので

,଺଴ܥ ,଻଴ܥ ,଻଺ܥ ,଻଼ܥ ,ଶ଼ܥ ,ସ଼ܥ ,ଽ଴ܥ  ．ଽ଺であるܥ
 
以下フラーレンの諸量についての議論を行う． 
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●フラーレンܥ଺଴● 

 
 フラーレンܥ଺଴は切頭 20 面体の構造を持ち，そしてそれは準正多面体の中でもかなり球

に近い形である．さらに正 20 面体から 5 角錐をもう少し大きく切り取ればより球形に近づ

く．しかしその時には，5 角形と 6 角形の隣り合う辺( ݈ହ଺ )が 6 角形と 6 角形が隣り合う辺

( ݈଺଺ ሻより長くなり，正 6 角形でなくなるので準正多面体ではなくなる． 
しかし，以下に記した[5]より引用した 5 員環と 6 員環，6 員環と 6 員環の結合の長さに

関する測定データから差は僅かであり 1 辺を 1.405 とした切頭 20 面体と仮定することで諸

量の近似値が求まると考えられる． 
 

結合の長さ(Å) 
X 線      NMR       電子線 

                                         ݈ହ଺                1.432                  1.40                   1.458 
                                         ݈଺଺            1.388                  1.35                   1.401 
 

 
ここで X 線解析，NMR，電子線解析での ݈ହ଺ をそれぞれ ݈ହ଺௫  ，݈ହ଺௡  ，݈ହ଺ ௘ ，また݈଺଺ をそれぞ

れ ݈଺଺௫  ，݈଺଺௡  ，݈଺଺ ௘ とおく．そして݈ହ଺と݈଺଺の比較を行う． 
X 線     ݈ହ଺௫ െ  ݈଺଺௫ ൌ 1.432 െ 1.388 ൌ 0.044 

 
݈ହ଺௫

݈଺଺௫
ൌ 96.9% 

NMR   ݈ହ଺௡ െ ݈଺଺௡ ൌ 1.40 െ 1.35 ൌ 0.05 
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݈ହ଺௡

݈଺଺௡
ൌ 96.4% 

電子線  ݈ହ଺ ௘ െ ݈଺଺ ௘ ൌ 1.458 െ 1.401 ൌ 0.057 

݈ହ଺ ௘

݈଺଺ ௘ ൌ 96.1% 

結合の長さに関するどの計測方法でも ݈ହ଺, ݈଺଺ の差は僅かであること，また  ݈ହ଺と݈଺଺ のそれ

ぞれについて計測方法での比較をしても差が僅かであることがわかる． 
 

●フラーレンܥ଻଴● 
 

 
 

ሺ ܸ , , ܧ ሻܨ ൌ ሺ 70 , 105 , 37 ሻ 
構成面：5 角形 12 枚 6 角形 25 枚 

 
଺଴ は正ܥ 5 角形と正 6 角形であったが ܥ଻଴ は 8 種類もの辺長を持ち，その辺長も理論値では

なく測定値なので誤差を含む．また誤差を含めると， 
 

ピンク

赤
ൌ
1.36
1.50 ൌ 90.7% 

 
のように差も大きくܥ଺଴のときのような考え方もできない．さらに私が今まで前提としてき

た凸ではなく凹であった．ܥ଻଺, ,଻଼ܥ ,ଶ଼ܥ ,ସ଼ܥ ,ଽ଴ܥ ଽ଺についても同様である．そのため現時点ܥ

では時間が足らず自分で諸量を導出することができない．以下に[D.A.Mckenzie，C.A.Davis，
D.J.H.Cockayne，D.A.Muller，A.M.Vassallo， The structure of ܥ଻଴ molecule， NATURE  
VOL355，622，1992]に掲載されていた辺長とその誤差についてのデータを引用して載せ

る．なお図 18 はデータを基にܥ଻଴を塗り分けたものである． 
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図 24 

 
 

長さ(Å)    誤差 

黒・・・       1.41  െ 0.01~ ൅ 0.03 

黄・・・       1.39  െ 0.01~ ൅ 0.01 

赤・・・       1.47  െ 0.01~ ൅ 0.03 

青・・・       1.46  െ 0.01~ ൅ 0.01 

ピンク・・・    1.37  െ 0.01~ ൅ 0.01 

黄緑・・・       1.47  െ 0.01~ ൅ 0.01 

赤紫・・・       1.37  െ 0.01~ ൅ 0.03 

水・・・        1.464 െ 0.009~ ൅ 0.009 

 
以下にフラーレンܥ଺଴の発見に関する論文の冒頭部分を載せておく． 

 

①C60: Buckminsterfullerene 

H. W. KROTO*, J. R. HEATH, S. C. O'BRIEN, R. F. CURL & R. E. SMALLEY 

Rice Quantum Institute and Departments of Chemistry and Electrical Engineering, Rice 

University, Houston, Texas 77251, USA 

During experiments aimed at understanding the mechanisms by which long-chain carbon 

molecules are formed in interstellar space and circumstellar shells1, graphite has been 

vaporized by laser irradiation, producing a remarkably stable cluster consisting of 60 carbon 

atoms. Concerning the question of what kind of 60-carbon atom structure might give rise to a 

superstable species, we suggest a truncated icosahedron, a polygon with 60 vertices and 32 

faces, 12 of which are pentagonal and 20 hexagonal. This object is commonly encountered as 
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the football shown in Fig. 1. The C60 molecule which results when a carbon atom is placed at 

each vertex of this structure has all valences satisfied by two single bonds and one double bond, 

has many resonance structures, and appears to be aromatic. 

Nature 318, 162-163 (14 November 1985)より引用 

図１ 
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§8．まとめ 
 
多角形，多面体，フラーレンについて研究してみて・・・ 
 
目標は多面体を通してフラーレンの構造，諸量について理解することであったがそれを

満足に達成することができなかった．ただその中で印象的だったのは何かを研究するとき

に関係のない分野などはなく，また求め方がいろいろあるのだということ．凸多面体を説

明するのに幾何を，ܸ , , ܧ の関係性を探るのに代数を使い，正多面体の諸量には少し違っܨ

た求め方で切り込んだ． 
今回の研究での発見は 4 面体、6 面体と 8 面体、12 面体と 20 面体には色々な関係がある

ということである．その中でも切頭多面体には内接球が存在するものや内接球を存在させ

るには違った多面体になってしまうものがあるということは自分の中で大きな発見である．

また，研究していて，多面体の表面積に対する体積，正多面体のそれぞれの諸量に対する

切頭多面体の諸量などの比較をすることで違った発見があるかもしれないとも感じた． 
フラーレンについて考え始めると，多面体について考察したことではフラーレンܥ଺଴ ， 

フラーレンܥ଻଴ の一部の諸量しか分からなかった．そこで関連する論文を読むことで手がか

りをいろいろと見つけ，フラーレンの諸量の考察には化学的な知識も必要であると感じた．

これもまた冒頭の分野の壁を越えて研究する意味に繋がる． 
反省としては，最初にもう少し下調べを行って，フラーレンܥ଻଴ の模型を実際に作り諸量

の見当をつけるべきであった．そうすれば凸でないともすぐに分かったはずである．これ

を含め今後の課題を以下に記す． 
 

①等辺凸 5 角形，6 角形に関しての条件をもっとうまくまとめる． 

②多面体を比較することで多面体同士の関係性をさらに深く考察する． 
③実際にܥ଻଴フラーレンの模型を作り諸量の見当をつける．また他の論文を読むなどしてフ

ラーレンの化学的知識を高める． 
④孤立 5 員環則によってܥ଺଴ ~ ܥ଻଴の間のフラーレンが存在しないことを理論的に証明する． 
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