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1 プロローグ

私は, 整数の分割について研究を行った. 整数の分割の研究は, 18 世紀にオイラーに

よって始められた. 比較的新しい分野である. しかし, 実のところは, 先史時代人にさえ意

味がわかるような類のものなのである. ひとつオイラーによる偉大な功績を紹介したいと

思う.

任意の正整数について, 奇数和因子への分割と相異なる和因子への分割とは, 同じ数だけ

存在する.

これがオイラーによって示された分割恒等式である.分割恒等式とは「ある種の分割と

別の種の分割とが同数存在する」という主張である. 分割恒等式は, オイラーによるもの

だけでなく無数に存在する. 私は新たな分割恒等式の発見を目標として, 研究を行った.

私は, セミナーで行った Subbarao の分割恒等式に興味を持った. Subbarao の分割恒

等式とは, どの和因子の現れる回数も 2, 3または 5であるような分割の個数は, 和因子が

±2,±3, 6 (mod 12) に合同な分割の個数に等しいというものだ. では重複度の制限をな

くし a, b, c の場合はどうなるのか. そこに興味を持ち研究を始めた.

本論文では, 2 章で分割の基礎的な概念について説明し. 3 章では研究の基になった

Subbaraoの分割恒等式について, 最後に 5章では研究結果を記載した.

2 整数の分割

2.1 分割

整数の分割とは, 正整数 nをいくつかの正整数 (和因子, または部分という)の和に分け

る方法のことである.例えば 10の分割には次のようなものがある.

10の分割 9 + 1
5 + 3 + 2
2 + 2 + 2 + 2 + 2

...

9+1は以下 (9,1)と書く.
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また, 数字が重複して現れるときには指数を用いて次のように表す.

(3, 3, 2, 1, 1) = (32, 2, 12)

Pnで nの分割の集合全体を表し, P (n) = |Pn|は nの分割の集合の個数を表す.λを nの

分割とすると, λ = (λ1, λ2, . . . λl), λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λl > 0と表すことができるが, λiを和

因子と呼ぶ.また, µkは k の重複度を表す.k の重複度とは,和因子 k が分割λに現れる回数

を意味する.

例 n=6のとき

n=6の場合を考える. そのとき,分割の集合全体は,

P6 = {(6), (5, 1), (4, 2), (4, 1, 1), (3, 3), (3, 2, 1), (3, 1, 1, 1),

(2, 2, 2), (2, 2, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1, 1)}
集合の個数は, P (6) = 11

また, 分割 λ = (2, 2, 1, 1) について考えると, 和因子 λ1からλ4 は λ1 = 2, λ2 = 2, λ3 =

1, λ4 = 1

重複度 µ6からµ1 は µ6 = µ5 = µ4 = µ3 = 0, µ2 = 2, µ1 = 2 である.

2.2 分割恒等式

分割恒等式とは, 任意の正整数に対し, ある種の分割と, 別の種の分割とが同数存在する

という主張である.

例 プロローグで紹介したオイラーの恒等式は次のように表すことができる.

P (n|和因子は奇数) = P (n|和因子は相異なる)

2.3 母関数

2.3.1 母関数とは

母関数とは, 数列をすべて記憶しておく役目を果たすべき級数のことである.

母関数のアイディアは、指数法則に基づいている. 例えば 6以下の偶数と奇数をそれぞれ

1個ずつ和因子として含む分割をすべて求める.

(q2 + q4 + q6)(q + q3 + q5)

=q2+1 + q2+3 + q2+5 + q4+1 + q4+3 + q4+5 + q6+1 + q6+3 + q6+5

=q3 + 2q5 + 3q7 + 2q9 + q11

4



注目すべきは, 2行目のべき指数で, 6以下の偶数と奇数とを 1個ずつ和因子として含む分

割が表れている. これより 11以下の分割で, 和因子として 6以下の偶数と奇数をそれぞれ

1個ずつ含むものの個数がわかる. 3の分割で 6以下の偶数と奇数とを 1個ずつ和因子と

して含むものの個数は 1個. 同様に 5については 2個, 7については 3個, 9については 2

個, 11については 1個である.

2.3.2 分割関数の母関数

和因子が S = {n1, n2, n3, . . . }に属する分割の母関数,

∞∑
n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|λi ∈ S}
∣∣∣ qn

前章で, 母関数において和因子がべき指数に表れていることがわかった. この場合, 重複度
には制限がないので, ある和因子 ni を使う個数は無限個考えられる

=
∞∏
i=1

(1 + qni + q2ni + q3ni + . . . )

=
∞∏
i=1

1
1−qni

∞∑
n=0

P (n)qn =
∞∏
n=1

1
1− qn

(
∵ 無限等比級数の和の公式

∞∑
j=0

xj = 1
1−x , |x| < 1

)

3 Subbaraoの分割恒等式

m ≥ 2, r ≥ 1 であるような整数とおく.

Cm,r(n)と Dm,r(n)を以下のように定義する.

定義 1.

Cm,r(n) =
∣∣∣{λ ∈ Pn|µk ∈ 2Z ⇒ µk < 2m,µk 6∈ 2Z ⇒ 2r + 1 ≤ µk ≤ 2(m+ r)− 1}

∣∣∣

定義 2.

Dm,r(n) =
∣∣∣{λ ∈ Pn|λi ≡ 2r + 1 (mod 4r + 2),またはλi ≡ 0 (mod 2), λi 6≡ 0 (mod 2m)}

∣∣∣
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定理 1. (Subbarao)

そのとき, Cm,r(n) = Dm,r(n) が成り立つ.

これを Subbaraoの分割恒等式という.

3.1 Subbaraoの分割恒等式の具体例

例) m = 2, r = 1 のときを考える.

m = 2, r = 1を Cm,r(n)に代入すると, µkは 4より小さい正の偶数か, 3以上 5以下の奇

数という条件が与えられる.また同じようにm = 2, r = 1をDm,r(n)に代入するとλi ≡ 3

(mod 6), λi ≡ 0 (mod 2), λi 6≡ 0 (mod 4)が与えられる. したがって,

C2,1(n) =
∣∣∣{λ ∈ Pn|µk = 0, 2, 3, 5}

∣∣∣

D2,1(n) =
∣∣∣{λ ∈ Pn|λi ≡ 3 (mod 6), 2 (mod 4)}

∣∣∣

であり, そのとき, C2,1(n) = D2,1(n)が成り立つ.
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Proof.
∞∑
n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|µk ∈ {0, 2, 3, 5}}
∣∣∣ qn

=
∞∏
n=1

(1 + q2n + q3n + q5n)

=
∞∏
n=1

(1 + q2n)(1 + q3n)

=(1 + q2)(1 + q4)(1 + q6)(1 + q8) . . . (1 + q3)(1 + q6)(1 + q9)(1 + q12) . . .

=
(1 + q2)(1− q2)

1− q2

(1 + q4)(1− q4)
1− q4

(1 + q6)(1− q6)
1− q6

(1 + q8)(1− q8)
1− q8

· · · ×

× (1 + q3)(1− q3)
1− q3

(1 + q6)(1− q6)
1− q6

(1 + q9)(1− q9)
1− q9

(1 + q12)(1− q12)
1− q12

. . .

=
1− q4

1− q2

1− q8

1− q4

1− q12

1− q6

1− q16

1− q8

1− q20

1− q10

1− q24

1− q12
· · · ×

× 1− q6

1− q3

1− q12

1− q6

1− q18

1− q9

1− q24

1− q12

1− q30

1− q15

1− q36

1− q18
. . .

=
1

(1− q2)(1− q6)(1− q10)(1− q14) . . . (1− q3)(1− q9)(1− q15)(1− q21) . . .

=
∏

n≡2 (mod 4),3 (mod 6)

1
1− qn

=
∞∑
n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|λi ≡ 2 (mod 4), 3 (mod 6)}
∣∣∣ qn

4 どの和因子の重複度も a, bまたは cであるような分割の

個数

問題 どの和因子の現れる回数も a, b または c であるような分割の母関数を求めよ.

ただし, a と b を自然数として a + b = c とする. また a = 2pa′, b = 2qb′とおくなら

ば gcd(a′, b′) = 1, a′と b′は奇数, p 6= q とする.

∞∑
n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|µk ∈ {a, b, c, 0}}
∣∣∣ qn

無限積の式変形を行う.
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∞∑
n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|µk ∈ {a, b, c, 0}}
∣∣∣ qn

=
∞∏
n=1

(1 + qan + qbn + qcn)

a+ b = cであるので因数分解すると

=
∞∏
n=1

(1 + qan)(1 + qbn)

展開すると

=(1 + qa)(1 + q2a)(1 + q3a)(1 + q4a) . . . (1 + qb)(1 + q2b)(1 + q3b)(1 + q4b) . . .

=
(1 + qa)(1− qa)

1− qa
(1 + q2a)(1− q2a)

1− q2a

(1 + q3a)(1− q3a)
1− q3a

(1 + q4a)(1− q4a)
1− q4a

· · · ×

× (1 + qb)(1− qb)
1− qb

(1 + q2b)(1− q2b)
1− q2b

(1 + q3b)(1− q3b)
1− q3b

(1 + q4b)(1− q4b)
1− q4b

. . .

=
1− q2a

1− qa
1− q4a

1− q2a

1− q6a

1− q3a

1− q8a

1− q4a

1− q10a

1− q5a

1− q12a

1− q6a
· · · ×

× 1− q2b

1− qb
1− q4b

1− q2b

1− q6b

1− q3b

1− q8b

1− q4b

1− q10b

1− q5b

1− q12b

1− q6b
. . .

a = 2pa′, b = 2qb′とおいたとき gcd(a′, b′) = 1, a′と b′は奇数, p 6= q である a, bなので分
子がもれなく約分でき

=
1

(1− qa)(1− q3a)(1− q5a)(1− q7a) . . . (1− qb)(1− q3b)(1− q5b)(1− q7b) . . .

=
∞∏
m=0

1
(1− q(2m+1)a)(1− q(2m+1)b)

　

=
∞∏
m=0

1
(1− q2am+a)(1− q2bm+b)

　

=
∞∑
n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|λi ∈ {2am+ a, 2bm+ b}}
∣∣∣ qn

=
∞∑
n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|λi ≡ a (mod 2a), b (mod 2b)}
∣∣∣ qn
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定理 2. 以下の条件を仮定する.

a+ b = c, a = 2pa′, b = 2qb′, gcd(a′, b′) = 1, a′と b′は奇数, p 6= q

そのとき次の恒等式が成り立つ.

∞∏
n=1

(1 + qan + qbn + qcn) =
∏

n≡a (mod 2a),b (mod 2b)

1
1− qn

系 1. a+ b = c, a = 2pa′, b = 2qb′, gcd(a′, b′) = 1, a′と b′は奇数, p 6= q

∞∑
n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|µk ∈ {a, b, c, 0}}
∣∣∣ qn =

∞∑
n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|λi ≡ a (mod 2a), b (mod 2b)}
∣∣∣ qn

したがって, どの和因子の重複度も a, bまたは cであるような分割の個数は, 和因子が

a (mod 2a), b (mod 2b)である分割の個数と等しい.

特に a = 1, b = 0の場合を考えると定理 2は次のようになる

∞∏
n=1

(1 + qn) =
∏

n≡1 (mod 2)

1
1− qn

これは, オイラーの恒等式を表している. よってオイラーの恒等式は定理 2の特別な場合

である.

5 今後の展望

導いた定理は, 重複度が a, b, c の場合であった. この重複度をさらに拡張させ, 4, 5,

. . .であったらどうなるのか. おそらく今回の場合よりずっと複雑になるであろうと考え

られる. また nが大きくなるにつれ, 分割の個数はどのように変化するのか. こちらもと

ても興味深い.

今回定理を証明するために母関数を用いたが, ほかに手法がないか調べたいと思う.
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