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1 序
nの分割とは正整数 nをいくつかの正整数（和因子）の和に表す方法を指す。和因子の

順番を入れ替えても同じ分割とみなす。例えば

(5), (3, 1, 1), (2, 2, 1)

などは 5の分割である。和因子の順番を入れ替えても同じ分割を表すので和因子は常に上
の例のように大きい和因子から順にならべるとする。この論文では互いに素な 2種の和因
子 a,bだけからなる nの分割の個数について研究する。このような分割は a > bとして

(
x個︷     ︸︸     ︷

a,a, · · ·,a,

y個︷     ︸︸     ︷
b,b, · · ·,b) (xa+ yb = n)

という単純な形をしている。言い換えれば nが与えられたときに

a + a + · · ·+ a + b + b + · · ·+ b = n

という足し算が何通りあるかという問題と思ってもよい。まず

ζa = exp

(
2πi
a

)
= cos

(
2πi
a

)
+ i sin

(
2πi
a

)
, ζb = exp

(
2πi
b

)
= cos

(
2πi
b

)
+ i sin

(
2πi
b

)

とおく。但し ζa, ζbはそれぞれ 1の原始 a,b乗根である。求める分割の個数は

2n + a + b
2ab

+
1
a

a−1∑

k=1

1

ζa
kn− ζa

k(b+n)
+

1
b

b−1∑

k=1

1

ζb
kn− ζb

k(a+n)

で与えられる。これが本論文の結論の一つである。

この結論は決して自明ではない。例えば

91 = 13x + 17y (x,y ∈ Z≥0)

となる x,yの組は何通りあるかということを見た瞬間に答えられる人は少ないのではない
だろうか。（ちなみにそのような x,yの組は存在しない）a,bの桁が 3桁、4桁ぐらいにな
ればなおさら x,yの組を探すのは大変である。しかし知りたいことはそのような分割が何
個存在するのかということであり、必ずしも x,yを求めよという問題ではない。そこで本
論文では母関数を用いて x,yを知ることなしにその分割の個数を求めてみる。

母関数とは数列 {Fn}∞n=0が与えられたとき、そのような列を係数として持つ形式的ベキ
級数

∑∞
n=0 Fn qnのことである。例えば {(−1)n}∞n=0の母関数は

1− q + q2 − q3 + · · · =
∞∑

n=0

(−1)n qn
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で与えられる。特に収束ベキ級数ではその収束半径内では母関数を単純な関数に書き換え
ることが可能なこともあり、上の例では

∣∣∣q
∣∣∣ < 1において

∞∑

n=0

(−1)n qn =
1

1 + q

と表される。和因子が部分集合 {a,b} ⊆Nに属する nの分割の個数を C(n) と表し、nに
ついての数列と考えたとき、その母関数は

∞∑

n=0

C(n) qn =
1

(1− qa)(1− qb)
(
∣∣∣q
∣∣∣ < 1)

と書ける。参考文献 [1]の（5.7）式に拠れば和因子が部分集合 D ⊆Nに属する nの分割
の個数を nについての数列と考えたとき、その母関数は

∏

n∈D

1
1− qn (

∣∣∣q
∣∣∣ < 1)

と表される。この論文では D = {a,b}の場合を扱っている。この有理関数を部分分数分解
し各項を具体的にベキ級数展開することで元の C(n) を求めたい。まずは部分分数分解す
ると

∞∑

n=0

C(n) qn =
1

(1− qa)(1− qb)
=

1

ab(1− q)2
+

a + b− 2

2ab(1− q)
+

a−1∑

k=1

γk

ζa
k − q

+
b−1∑

k=1

δk

ζb
k − q

但し

γk =
ζa

k

a
(
1− ζa

kb
) , δk =

ζb
k

b
(
1− ζb

ka
)

である。この式の初項に二項級数定理、その他の項に等比級数の和の公式を使い整理す
ると

∞∑

n=0


2n + a + b

2ab
+

1
a

a−1∑

k=1

1

ζa
kn− ζa

k(b+n)
+

1
b

b−1∑

k=1

1

ζb
kn− ζb

k(a+n)

 qn

と具体的にベキ級数展開できる。この式と元の母関数の係数を見比べることで結論を得
る。この結論から次の系が導かれる

系 1. a,b,n ∈N, n < { ax+ by| x,y ∈ Z≥0 }のとき次の恒等式

1
a

a−1∑

k=1

1

ζa
k(b+n) − ζa

kn
+

1
b

b−1∑

k=1

1

ζb
k(a+n) − ζb

kn
=

2n + a + b
2ab

が成り立つ。

3



この系と似たような式が参考文献 [4]の例（8.10）にあり、それは
a−1∑

k=1

1

1− ζa
k

=
a− 1

2

という等式である。この等式に比べ、先の系はかなり難しいと思われる。

以下論文の構成について説明する。まず §2で分割に定義を与え、記号を準備する。続
いて母関数の考え方を紹介して、形式的ベキ級数環の性質を紹介する。さらに漸化式で定
義される数列を母関数を用いて求めることができるような例を挙げる。そして §2の最後
で分割の個数に対する母関数について考える。
§3では互いに素な 2種の和因子 a,bからなる nの分割の個数の母関数を、部分分数分

解を途中で止めてベキ級数展開する方法と完全に部分分数分解を施してベキ級数展開す
る方法の 2つを論じる。
最後に §4では初等整数論への応用や、残された課題について記す。　

2 分割と母関数

2.1 分割

定義 2. 正整数 nに対して自然数の広義減少列

λ = (λ1,λ2, · · ·,λ`),
∑̀

k=1

λk = n, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λ` > 0

であって和が nになるものを nの分割と定義し、各成分 λiを和因子という。

例 3. n = 6の分割 λは

(6), (5, 1), (4, 2), (4, 1, 1), (3, 3), (3, 2, 1), (3, 1, 1, 1),

(2, 2, 2), (2, 2, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1, 1)

の 11個で全てである。必要に応じて

(4, 1, 1) = (4, 12), (3, 3) = (32)

とも書く。同じ和因子が出現する回数を重複度と呼ぶ。例えば (32) ならば 3の重複度は
2である。

続いて本論文で用いる記号を導入する。
λ : 分割,この論文では λをいつでも分割とし、 λi をその i番目の和因子とする。∣∣∣λ
∣∣∣ : 分割のサイズ,和因子の総和,特に

∣∣∣λ
∣∣∣ = nの λを nの分割という。

Pn : nの分割全体の集合, 具体的には Pn := { λ |
∣∣∣λ
∣∣∣ = n }である。

p(n):=
∣∣∣Pn

∣∣∣ : nの分割の個数, 分割関数ともいう。
µi : 和因子 iの重複度,例えば (57, 4, 32, 1) に対して µ5 = 7である。
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例 4. λ = (5, 5, 4, 2, 1, 1, 1) = (52, 4, 2, 13) に対して
∣∣∣λ
∣∣∣ = 19, µ5 = 2, µ4 = 1, µ3 = 0, µ2 = 1, µ1 = 3

である。 µ3 = 0なのは λには 3という和因子含まれていないので 3の重複度は 0とみな
している。

2.2 母関数と形式的ベキ級数環

まず形式的ベキ級数と母関数の定義をする。

定義 5. qを不定元として
∞∑

n=0

Fn qn (Fn ∈ C)

を Cを係数とする形式的ベキ級数という

定義 6. 数列 {Fn}∞n=0に対して qを不定元とする形式的ベキ級数

S(q) =
∞∑

n=0

Fn qn

を {Fn}∞n=0の母関数という。

つまり母関数とは適当な数列が与えられたときに、それを係数として持つ形式的ベキ級
数のことである。母関数の例を挙げてみる。

例 7. {1}∞n=0の母関数は

1 + q + q2 + q3 + · · · =
∞∑

n=0

qn

である。特に q ∈ Cと思うとこれは収束ベキ級数であって収束半径内である
∣∣∣q
∣∣∣ < 1にお

いては
∞∑

n=0

qn =
1

1− q

と有理関数として書ける。収束半径内では両辺ともに（項別）微分が可能で

∞∑

n=0

(n + 1) qn =
1

(1− q)2

が成り立つ。この式の右辺は収束半径内
∣∣∣q
∣∣∣ < 1において {n + 1}∞n=0の母関数になって

いる。

Cを係数とする形式的ベキ級数全体を C[[q]] と書くことにする。また特に断りが無け
れば q ∈ Cと思うことにする。
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命題 8. C[[q]]は和（+）および積（·）を以下の通りに定めると環を成す。但し Fnと F′nの
演算は通常の複素数の演算である。

∞∑

n=0

Fnqn +
∞∑

n=0

F′nqn =
∞∑

n=0

(Fn + F′n)qn


∞∑

n=0

Fnqn

 ·

∞∑

n=0

F′nqn

 =
∞∑

n=0


∑

i+ j=n

Fi · F′ j
 qn

さらに
∑∞

n=0 Fnqn ∈ C[[q]]が逆元 (
∑∞

n=0 Fnqn)−1を持つ必要十分条件は F0 , 0である。

証明は参考文献 [5]の例 1を参照。
ベキ級数の収束発散に関して一切言及しないでC[[q]]が環を成していることに注意せよ。

2.3 漸化式で定義される数列とその母関数

母関数を使った一例として漸化式

Fn = Fn−1 + Fn−2, F0 = 0, F1 = 1

て定義される数列を求めてみる。この数列はフィボナッチ数列という有名な数列であり、
nが小さい方から

F0 = 0, F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5, F6 = 8, . . .

となっている。フィボナッチ数列の母関数を S(q)とおくと

qS(q) + q2S(q) =
∞∑

n=0

Fn qn+1 +
∞∑

n=0

Fn qn+2 = F0 q +
∞∑

n=2

Fn−1 qn +
∞∑

n=2

Fn−2 qn

=
∞∑

n=2

Fn qn = S(q) − F0 − F1 q

と計算できる。 F0 = 0, F1 = 1であるので整理すると

S(q) = q(1− q− q2)−1

上の計算は全て形式的ベキ級数環としての計算であり、最後の等式も形式的ベキ級数とし
ての等式であることに注意せよ。
ここで S(q) の収束半径内について考えよう。収束半径内であれば任意の qに対して収

束し、その範囲では S(q) は単に形式的ベキ級数というだけでなく複素解析関数として扱
うことができる。そこで S(q)の収束半径である

∣∣∣q
∣∣∣ <

√
5−1
2 を仮定すると

S(q) =
q

1− q− q2


∣∣∣q
∣∣∣ <
√

5− 1
2
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これが解析関数としてのフィボナッチ数列の母関数である。ここで S(q)を部分分数分解
する。

S(q) =
1√
5


1+
√

5
2

1+
√

5
2 − q

−
1−√5

2

1−√5
2 − q



=
1√
5


1

1−
(

1+
√

5
2 q

) − 1

1−
(

1−√5
2 q

)



=
1√
5

∞∑

n=0


1 +

√
5

2
q


n

−
1− √5

2
q


n (∵等比数列の和の公式)

=
1√
5

∞∑

n=0


1 +

√
5

2


n

−
1− √5

2


n qn

したがってマクローリン展開の一意性によって qnの各係数は元の Fnに等しいので

Fn =
1√
5


1 +

√
5

2


n

−
1− √5

2


n

が得られた。このように数列 {Fn}∞n=0に対してその母関数を考える事で容易に一般項を求
められる場合がある。

2.4 分割の母関数

このセクションの目標は次の定理を証明することである。

定理 9. D ⊆Nに対して和因子が Dに属する nの分割の個数の母関数は
∞∑

n=0

∣∣∣{λ ∈ Pn|λi ∈ D}
∣∣∣ qn =

∏

n∈D

1
1− qn (

∣∣∣q
∣∣∣ < 1)

という有理関数として与えられる。

Proof. 正整数の集合 D = {m1,m2, · · ·,mr }に関して、積
r∏

i=1

(1 + qmi + qmi+mi + · · ·+ q

d 個︷           ︸︸           ︷
mi + · · ·+ mi )

を展開することを考える。このとき {λ | λi ∈ D , µi ≤ d}に属する全ての分割が qの冪指数
として現れていることに注意せよ。つまり qnの係数は

∣∣∣{λ ∈ Pn | λi ∈ D , µi ≤ d}
∣∣∣である。

したがって

∑

n≥0

∣∣∣{λ ∈ Pn | λi ∈ D , µi ≤ d}
∣∣∣qn =

r∏

i=1

(1 + qmi + qmi+mi + · · ·+ q

d 個︷           ︸︸           ︷
mi + · · ·+ mi )　 (1)

が成り立つ。
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例 10.先の等式にならって実際に D = {2, 3, 4}, d = 2の場合に対して展開してみる。

(1 + q2 + q2+2)(1 + q3 + q3+3)(1 + q4 + q4+4)

=1 + q2 + q3 + q4 + q2+2 + q2+3 + q2+4 + q3+3 + q3+4 + q4+4

+ q2+2+3 + q2+2+4 + q2+3+3 + q2+3+4 + q2+4+4 + q3+3+4 + q3+4+4

+ q2+2+3+3 + q2+2+3+4 + q2+2+4+4 + q2+3+3+4 + q2+3+4+4 + q3+3+4+4

+ q2+2+3+3+4 + q2+2+3+4+4 + q2+3+3+4+4 + q2+2+3+3+4+4

=1 + q + q2 + q3 + 2q4 + q5 + 2q6 + 2q7 + 3q8 + q9 + 3q10

+ 2q11 + 2q12 + q13 + 2q14 + q15 + q16 + q18

（1）式の左辺は {
∣∣∣{λ ∈ Pn | λi ∈ D , µi ≤ d}

∣∣∣ }∞n=0の母関数である。この母関数を扱い易
い形にするために計算すると

∑

n≥0

∣∣∣{λ ∈ Pn | λi ∈ D , µi ≤ d}
∣∣∣qn =

r∏

i=1

(1 + qmi + qmi+mi + · · ·+ q

d 個︷           ︸︸           ︷
mi + · · ·+ mi )

=
r∏

i=1

d∑

k=0

qkmi

=
∏

m∈D

1− q(d+1)m

1− qm (2)

と整理できる。和因子の重複度を自由に選べるようにするには d→ ∞とすればよい。こ
こで

∣∣∣q
∣∣∣ < 1を仮定するならば上の等式は d → ∞のとき絶対収束するので

∣∣∣q
∣∣∣ < 1に対

して

∑

n≥0

∣∣∣{λ ∈ Pn | λi ∈ D}
∣∣∣qn =

∏

m∈D

∞∑

k=0

qkm

=
∏

m∈D

1
1− qm　 (3)

が成立する。この (3)式が和因子が Dに属する分割の母関数である �

上の定理を使って分割関数 p(n) について調べてみる。一般に p(n)の明示式を求めるこ
とは非常に難しい。しかし母関数を用いることで nに関する漸化式を得ることができる。
nの分割の母関数は先の定理の D = Nの場合であり、(3)式より

∞∑

n=0

p(n)qn =
∞∏

n=1

1
1− qn , ∴

∞∏

n=1

(1− qn)
∞∑

n=0

p(n)qn = 1

が成り立つ。ここでオイラーの5角数定理（参考文献 [1]の (5.13)式,[2]の7章 (3)式参照）
∞∏

n=1

(1− qn) = 1 +
∞∑

n=1

(−1)nq
n(3n−1)

2 (1 + qn)
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を用いれば 1 +
∞∑

n=1

(−1)nq
n(3n−1)

2 (1 + qn)


∞∑

n=0

p(n) qn = 1

と書け、qnの項を両辺比較すれば

p(n) +


∑

(∗)
(−1) j p

(
n− j(3 j − 1)

2

) +


∑

(∗∗)
(−1) j p

(
n− j(3 j + 1)

2

) = 0

なる漸化式が得られた。
（但し条件 (∗)は j(3 j−1)

2 ≤ n, j ≥ 0であり、条件 (∗∗)は j(3 j+1)
2 ≤ n, j ≥ 0である。）以

上をまとめると次の命題を得る。

命題 11. p(n) を分割関数、つまり nの分割の個数とする。この p(n) は以下の漸化式

p(n) =


∑

(∗)
(−1) j+1p

(
n− j(3 j − 1)

2

) +


∑

(∗∗)
(−1) j+1p

(
n− j(3 j + 1)

2

)

を満たす。但し条件 (∗)は j(3 j−1)
2 ≤ n, j ≥ 0であり、条件 (∗∗)は j(3 j+1)

2 ≤ n, j ≥ 0で
ある。

3 和因子が {a,b}に属する分割
3.1 和因子が {a, b}に属する分割とその母関数
この §3では和因子が {a,b}に属する分割を扱う。まず和因子が {a,b}に属する分割と
は a > bとして

(
x個︷     ︸︸     ︷

a,a, · · ·,a,

y個︷     ︸︸     ︷
b,b, · · ·,b) (xa+ yb = n)

のことである。この分割の母関数は (3)式の D = {a,b}の場合であり、和因子が {a,b}に
属する分割 nの分割の個数を C(n) =

∣∣∣{λ ∈ Pn | λi ∈ {a,b}}
∣∣∣とおくとその母関数は

∞∑

n=0

C(n)qn =
1

(1− qa)(1− qb)
(4)

である。
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3.2 和因子が {a, b}に属する分割の母関数と部分分数分解（その 1）

この §3.2では和因子が {a,b}に属する分割の母関数の部分分数分解を利用して、各項を
ベキ級数展開するとどうなるかについて論じる。次の定理がこの節の主結果である。

定理 12. a,b ∈N, gcd(a,b) = 1に対して C(n) =
∣∣∣{λ ∈ Pn | λi ∈ {a,b} }

∣∣∣とおくと

C(n) =
n + 1

ab
+ ε1(n) + ε2(n)

が成立する。但し ε1(n), ε2(n)はそれぞれ周期 a,bの周期関数である。

以下この定理を証明する。まずC(n)の具体的な形を明らかにするために (4)式の右辺
を部分分数に展開することを考えよう。ここで gcd(a,b) = 1を仮定する。すると 1の a乗
根と 1の b乗根が 1を除いてどれも一致しないので A, B,α0, · · ·,αa−2,β0, · · ·,βb−2 ∈ Rを用
いて (4)式右辺は

(4)式 =
A

(1− q)2
+

B
1− q

+
α0 + α1q + · · ·+ αa−2qa−2

1 + q + · · ·+ qa−1
+
β0 + β1q + · · ·+ βb−2qb−2

1 + q + · · ·+ qb−1
(5)

と分解できる。以下では f (q) = α0 + α1q + · · ·+ αa−2qa−2, g(q) = β0 + β1q + · · ·+
βb−2qb−2, B = B1 + B2 (B1, B2 ∈ Z), α−1 = αa−1 = β−1 = βb−1 = 0とおく。すると

(5)式 =
A

(1− q)2
+

1
1− qa


a−1∑

k=0

F(k)qk

 +
1

1− qb


a−1∑

k=0

G(k)qk

 (6)

但し F(k) = B1 + αk − αk−1, G(k) = B2 + βk − βk−1とおいた。二項級数定理と等比級数
の和の公式を使えばこれらはひとつの足し算にまとめられて

(6)式 =
∞∑

n=0

A
n + 1

1

 qn +
a−1∑

k=0

F(k)qan+k +
b−1∑

k=0

G(k)qbn+k



=
∞∑

n=0

(A(n + 1) + ε1(n) + ε2(n)) qn (7)

さらに ε1(n), ε2(n)はそれぞれ周期 a,bの周期関数であり、その値は

n ≡ k mod a (k ∈ Z, 0 ≤ k < a) ⇐⇒ ε1(n) = F(k)

n ≡ k mod b (k ∈ Z, 0 ≤ k < b) ⇐⇒ ε2(n) = G(k)

で決まる。マクローリン展開の一意性により

C(n) = A(n + 1) + ε1(n) + ε2(n) (8)

である。
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次に A, Bの値を求める。(4)式,(5)式より、係数 A, B,α0, · · ·,αa−2,β0, · · ·,βb−2は以下の
関係式を満たす。

1 =A(1 + q + · · ·+ qa−1)(1 + q + · · ·+ qb−1) + B(1− qa)(1 + q + · · ·+ qb−1)

+ (1− q)(1− qb) f (q) + (1− q)(1− qa)g(q) (9)

qa+b−1の項を両辺で比べる。すると左辺は明らかに 0であり、右辺は−B+ αa−2 + βb−2な
ので

B = αa−2 + βb−2

が成り立つ。
次に Aの値を求める。(9)式の右辺は |q| < 1を満たす∞個の点で左辺と等しい。さら

に右辺は qを変数とする高々(a− b− 1)次の多項式になっている。n次の多項式は相異な
る n + 1個の点が決まれば一意に決まるので、(9)式は qの恒等式になっている。よって
q = 1を代入しても (9)式は成り立っており、1 = abAであるので

A =
1
ab

これを (8)に代入すると結果として

C(n) =
n + 1

ab
+ ε1(n) + ε2(n) (10)

が得られた。

系として次の命題を証明する。

系 13. a,b,m ∈N, gcd(a,b) = 1, C(n) =
∣∣∣{λ ∈ Pn | λi ∈ {a,b}}

∣∣∣とする。このとき以下
のことが成り立つ。

1.
C(n)

n
−→ 1

ab
(n→ ∞)

2.

n + 1 = abm =⇒ C(n) = m

まず上を示す。

Proof. （系 13.1の証明）（10）式より

C(n)
n

=
1
ab

+
1

abn
+
ε1(n)

n
+
ε2(n)

n
(11)

が成り立つ。ε1(n),ε2(n)は有界なので (11)式の n −→ ∞の極限
C(n)

n
−→ 1

ab
(n −→ ∞)

が示せた。 �
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次に下を示す。

Proof. （系 13.2の証明） n ≡ −1 modaかつ n ≡ −1 modbを解くと n ≡ −1 modabで
あるのでそのとき nは n = abm− 1 (m ∈N)と表せる。このときのC(n)は (8)式より

C(n) =
abm
ab

+ B1 − αa−2 + B2 − βb−2

= m+ B− αa−2 − βb−2

= m　

となって系 13.2が示せた。 �

3.3 和因子が {a, b}に属する分割の母関数と部分分数分解（その 2）

§3.3では C(n) の母関数を完全に部分分数分解し、この論文の主要な結果の一つであ
る C(n)の明示公式を得ることが目的である。この節では次の定理を証明する

定理 14. a,b ∈N, gcd(a,b) = 1に対して C(n) =
∣∣∣{λ ∈ Pn | λi ∈ {a,b} }

∣∣∣ ,
ζa = exp

(
2πi
a

)
, ζb = exp

(
2πi
b

)
とおく。但し ζa, ζbはそれぞれ 1の原始 a,b乗根の内の 1

つである。このとき和因子は a,bだけからなる nの分割の個数 C(n) は

C(n) =
2n + a + b

2ab
+

1
a

a−1∑

k=1

1

ζa
kn− ζa

k(b+n)
+

1
b

b−1∑

k=1

1

ζb
kn− ζb

k(a+n)
(12)

と表せる。

Proof. まず (5)式を完全に部分分数分解する。

(5)式 =
A

(1− q)2
+

B
1− q

+
a−1∑

k=1

γk

ζa
k − q

+
b−1∑

k=1

δk

ζb
k − q

(13)

但し γk,δk ∈ C, ζa = exp
(

2πi
a

)
, ζb = exp

(
2πi
b

)
である。ここで (4)式と (13)式より

1 =
A

(1− q)2
(1− qa)(1− qb) +

B
1− q

(1− qa)(1− qb)

+
a−1∑

k=1

γk

ζa
k − q

(1− qa)(1− qb) +
b−1∑

k=1

δk

ζb
k − q

(1− qa)(1− qb) (14)

ここで q = ζa
k (1 ≤ k ≤ a− 1)を代入すると

1 = lim
q→ζak

γk

ζa
k − q

(1− qa)(1− qb)

= lim
q→ζaa

−γk

(
−aqa−1 − bqb−1 + (a + b)qa+b−1

)

=γk

(
aζa
−k + bζa

k(b−1) − (a + b)ζa
k(b−1)

)

=aγkζa
−k

(
1− ζa

kb
)

(15)

12



同様に q = ζb
k (1 ≤ k ≤ b− 1)を代入すれば結果として

γk =
ζa

k

a
(
1− ζa

kb
) , δk =

ζb
k

b
(
1− ζb

ka
) (16)

が得られる。

(13)式に先ほどと全く同様に等比級数の和の公式と二項級数定理を施すと

(13)式 =
A

(1− q)2
+

B
1− q

+
a−1∑

k=1

γkζa
−k

1− ζa
−kq

+
b−1∑

k=1

δkζb
−k

1− ζb
−kq

=
∞∑

n=0

A(1 + n)qn + Bqn +
a−1∑

k=1

γkζa
−k

(
ζa
−kq

)n
+

b−1∑

k=1

δkζb
−k

(
ζb
−kq

)n


=
∞∑

n=0

A(1 + n) + B+
a−1∑

k=1

γkζa
−k(1+n) +

b−1∑

k=1

δkζb
−k(1+n)

 qn

=
∞∑

n=0

(
A(1 + n) + B+ Φb

n(a) + Φa
n(b)

)
qn

但し

Φb
n(a) =

1
a

a−1∑

k=1

1

ζa
kn− ζa

k(b+n)
, Φa

n(b) =
1
b

b−1∑

k=1

1

ζb
kn− ζb

k(a+n)
(17)

とおいた。ゆえに

C(n) =
1 + n

ab
+ B+ Φb

n(a) + Φa
n(b) (18)

次に Bを求めたい。そこで (13)式から考えていく。

1

(1− qa)(1− qb)
=

A

(1− q)2
+

B
1− q

+
a−1∑

k=1

γk

ζa
k − q

+
b−1∑

k=1

δk

ζb
k − q

1

(1− qa)(1− qb)
− A

(1− q)2
=

B
1− q

+
a−1∑

k=1

γk

ζa
k − q

+
b−1∑

k=1

δk

ζb
k − q

ここで両辺に (1− q)をかけて q→ 1とすれば右辺は Bである。左辺は

lim
q→1

(
1− q

(1− qa)(1− qb)
− A

1− q

)
= lim

q→1

(
(1− q)2 − (1− qa)(1− qb)A

(1− q)(1− qa)(1− qb)

)

= lim
q→1

(
1− (1 + q + · · ·+ qa−1)(1 + q + · · ·+ qb−1)A

(1 + q + · · ·+ qa−1)(1 + q + · · ·+ qb−1)(1− q)

)
(∵ロピタルの定理)

=
(1 + 2 + · · ·+ (a− 1))b + a(1 + 2 + · · ·+ (b− 1))

ab
A

=
ab(a− 1) + ab(b− 1)

2ab
A

=
a + b− 2

2ab

13



この式を (18)式に代入するとこの論文の主結果

C(n) =
2n + a + b

2ab
+ Φb

n(a) + Φa
n(b) (19)

が得られる。但し Φb
n(a), Φa

n(b)は（17）式で定義される数である。以上により定理 14が
証明できた。 �

最後に (18)式を三角関数を用いて書き直してみよう。

Φb
n(a) =

1
2a

a−1∑

k=1

1

ζa
kn− ζa

k(b+n)
+

1

ζa
(a−k)n − ζa

(a−k)(b+n)

=
1
2a

a−1∑

k=1

1

ζa
kn− ζa

k(b+n)
+

1

ζa
−kn− ζa

−k(b+n)

=
1
2a

a−1∑

k=1

ζa
kn− ζa

k(b+n) + ζa
−kn− ζa

−k(b+n)

(ζa
kn− ζa

k(b+n))(ζa
−kn− ζa

−k(b+n))

=
1
2a

a−1∑

k=1

cos
(

2πkn
a

)
− cos

(
2πk(b+n)

a

)

1− cos
(

2πkb
a

)

同様に

Φa
n(b) =

1
2b

b−1∑

k=1

cos
(

2πkn
b

)
− cos

(
2πk(a+n)

b

)

1− cos
(

2πka
b

)

である。したがって (18)式は三角関数による表示を持つ。

4 主定理の応用と課題

4.1 初等整数論への応用

(19)を初等整数論の言葉で言い換えると次のことが言える。

命題 15. a,b,m ∈N, gcd(a,b) = 1とする。このとき不定方程式

xa+ yb = n (x,y ∈ Z≥0)

の解の個数は和因子が a,bだけからなる nの分割の個数

C(n) =
2n + a + b

2ab
+

1
a

a−1∑

k=1

1

ζa
kn− ζa

k(b+n)
+

1
b

b−1∑

k=1

1

ζb
kn− ζb

k(a+n)

と一致する。但し ζa = exp
(

2πi
a

)
である。
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Proof. 和因子が a,bに属する nの分割 λは n =
∑l(λ)

i=0 λi = xa+ yb (x,y ∈ Z≥0)を満た
す。但し x = µa, y = µbである。 �

このようにある種の初等整数論の問題は分割関数の問題と等価である。

4.2 原始ベキ乗根の等式

今度は恒等式を導いてみる。 C(n)というのは和因子が {a,b}に属する分割の集合のサ
イズであった。すると n < { xa+ yb| x,y ∈ Z≥0} (n , 0) であれば明らかに C(n) = 0であ
る。したがって次の恒等式が成り立つ。

系 16. a,b,n ∈ N, n < { xa+ yb| x,y ∈ Z≥0}, gcd(a,b) = 1とする。このとき 1のベキ乗
根に関する等式

1
a

a−1∑

k=1

1

ζa
k(b+n) − ζa

kn
+

1
b

b−1∑

k=1

1

ζb
k(a+n) − ζb

kn
=

2n + a + b
2ab

が成り立つ。

Proof. 仮定より和因子が a,bだけからなるnの分割は存在しない。したがって C(n) = 0で
あるので (19)式より直ちに系を得る。 �

また n = 0のときに考えると次の系を得る。

系 17. a,b ∈N>0, gcd(a,b) = 1に対して次の恒等式

1− a + b
2ab

=
1
a

a−1∑

k=1

1

1− ζa
kb

+
1
b

b−1∑

k=1

1

1− ζb
ka

=
1
a

a−1∑

k=1

1

1− ζa
k

+
1
b

b−1∑

k=1

1

1− ζb
k

が成り立つ。但し但し ζa = exp
(

2πi
a

)
である。

Proof. (19)式に n = 0を代入すると C(0) = 1であり、初項を移行すれば 1行目の等式を
得る。さらに kb (1 ≤ k ≤ a− 1) はそれぞれ aを法としてどの 2つも相異なっており、か
つ kb. 0である。これにより kbは aを法として 1から (a− 1)まで全て現れているので
並び替えれば 2行目の等式を得る。 �

ところで参考文献 [4]の例 8.10より
a−1∑

k=1

1

1− ζa
k

=
a− 1

2
(20)

が成り立つ。これは Φb
0(a) が bに依らずに Φb

0(a) = a−1
2a となっていることを意味する。

しかしいくつかの数値計算の結果によると系 16では Φb
n(a) 単体では単純な関数にはなら

ない。従って得られた結果は（20）式から直接従うような単純なものではない。
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4.3 残された課題

残された課題は例えば以下である。

1. a,bが素でなければ C(n) はどのように表されるか？

2. a,bの 2種ではなく和因子の種類がm種であったときどうなるのか？

3. Φb
n(a) は有理数であるか？

1つ目の課題については一般の a,bに対して C(n) はどのように表されるかという課題
である。時間がなくてこの論文には書けなかったが gcd(a,b) = r, a = ra′, b = rb′ とす
れば C(n)の母関数は

1

(1− qra′)(1− qrb′)
=

1

(1− (qr)a′)(1− (qr)b′)

と書ける。ここで qr を改めて qと置けば gcd(a′,b′) = 1なのでこの論文と全く同様にし
て結果が得られる筈である。

2つ目の課題についてはどの 2つも互いに素な a1, a2, . . . , amを和因子に持つ分割がい
くつあるかという課題である。この母関数は

1

(1− qa1)(1− qa2) . . . (1− qam)

であり、部分分数分解すると Ai ,γ( j,k) ∈ Cとして


m∑

j=1

A j

(1− q) j

 +


m∑

j=1

a j−1∑

k=1

γ( j,k)

ζa j
k − q



と書ける。あとはこの論文と同様の手法で結果が得られる筈である。

3つ目の課題はΦb
n(a) は有理数であることを示せるかという課題である。数値計算の結

果では Φb
n(a) は有理数であることを示していた。この課題については参考文献 [4]等が参

考になるだろう。

5 あとがき
まず卒業論文の執筆にあたってお世話になった方々全てに感謝をしたい。特にできの悪
い私を最後まで指導してくださった西山先生や、付き合いの悪い私を見捨てずに付き合っ
てくれた研究室の仲間には頭が上がらない思いである。もう一度彼らに感謝をして、この
論文を終わる。
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