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Abstract

表現論は数学・物理学のさまざまな分野で道具として開発され、かつ有効に使われて
きた。特に量子力学への応用、超対称性など素粒子論の分野や、あるいは整数論 (保型形
式の理論)、組み合わせ論、不変式論や特殊函数論などに大きな影響を与えている。
この講義では、そのような分野に表現論がどのように応用されているかは解説しない。

さまざまな分野で表現論が使われてきて、表現論独特の (数学的)世界の見方や考え方が
ある。それを基本的な有限群の場合から解説を始めて、具体的な行列群の場合に解説し
てみたいと思う。

具体的なプランは以下の通りである。
まず有限群の場合に、群の作用、群環の表現、誘導表現、intertwining 作用素の作り

方、フロベニウスの相互律などを解説する。これらはすべて (コンパクト)リー群の場合
にも意味を持ち、かつその設定の下でより強力な道具となりうる。しかし有限群の場合
に解説することで、あまり本質的でない証明の細部に立ち入ることなく、本質的な考え
方のみを伝えたい。これらの概念は 3年次に既習であると思うが、たぶんその時とはまっ
たく異る導入と証明が行なわれる。
次に行列群として、一般線型群 (代数群の代表選手として)と、直交群 (実 Lie 群の

代表選手として)の表現論を扱う。もちろんこの二つの群を同列に扱うことも可能だが、
敢えて二つの異るアプローチを行なう。

GL(n; C ) については行列環上のさまざまな作用を考え、行列の要素のなす多項式環
上の表現を分解したり、あるいは対称行列への作用を考えて同じようにこの表現を分解
したりする方法を学ぶ。その過程で GL(m; C ) �GL(n; C )-duality とか Schurの双対律
などにも触れる予定である。

SO(n) については球面上の関数空間への表現を考え、その既約分解が球面調和関数
や、球面のラプラシアンの固有値問題とどのように関わっているかを解説する。時間が許
せば、不定計量の直交群 SO(p; q) や、量子力学との関係についても簡単に解説したい。

参考書など

この講義に参考になりそうな文献をあげておこう。まず、有限群の表現については、セールの本
[24] が定番である。しかし体が一般であることや、記述が整理され過ぎていることなどから、若干
取っつきにくい部分があるかも知れない。「群論」と名前がついてはいるが、寺田/原田 [27] にも詳
しく解説されている。少し変ったところでは、Terras の本 [15] も面白いだろう。

対称群の表現に関してはたくさんの文献があるが、この講義のように一般線型群の表現論と関係
させて書いてあるものとしては岩堀 [18] や英語だが Fulton [2] がよいだろう。古典代数群の有理表
現については、和書ではあまりよい本はない1。小林/大島 [21] は参考になるかも知れない。洋書で
は Fulton/Harris [3] や Goodman/Wallach [4] など多数ある。

不変式論では、Howe [10]がよい。絶対にお勧め。ここでの議論のほとんどは多かれ少なかれこの
本を源泉としている。また 向井 [31]もその続編と合わせて興味深い。先にあげた Goodman/Wallach
[4]は少々分厚すぎるが、定評はあるようだ。異色の本として、有限群の不変式を論じた Smith [7]も
面白いかも知れない。

また、この講義を少し簡単にした拙著 [28] も参考にしていただけると幸いである。

1なぜだろう? 研究者にとっては常識であるにしても、入門者にとってはかなり高いハードルである。最近、
名古屋大学の岡田聡一さんがその分野の本を執筆中ということなので、期待して待とう。
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Part I

群の作用

1 群とその作用

De�nition 1.1 (群の作用) 群 G と集合 X に対して、写像' : G �X ! X が与えられて
いて、次の条件を満たすとき、G は X に作用する、あるいは働くという。

(1) '(e; x) = x ただし e 2 Gは単位元を表す。

(2) '(g; '(g0; x)) = '(gg0; x) (g; g0 2 G; x 2 X)

この二つの条件より、 g 2 Gに対して x 7! '(g; x)は X 上の変換 (可逆な写像)を引き起こ
すことがわかる。そこで '(g; x)を g �xとか、あるいは � さえも省略して gxなどとと書く。
x 2 X に対して、O x = fg � x j g 2 Gg を x を通る G 軌道と呼ぶ。

作用とは、つまり X 上の変換全体のなす群を Aut (X) と書くならば、単に群準同型
G! Aut (X) を与えることに過ぎない。

Remark 1.2 写像 ' : G � X ! X は何らかのよい性質を持つと仮定することが多い。た
とえば、連続写像とか可微分写像、あるいは多項式写像など。むつかしく言えば G;X が属
するあるカテゴリーの morphismであることが暗黙のうちに了解されていることがある。そ
のような設定の下で、 Aut (X)は X の自己同型群と呼ばれる。

Example 1.3 (1) G は G 自身に、群の積を左 (あるいは右)から取ることによって作用す
る。つまり、L(g; x) = gx と R(g; x) = xg�1 である。R では逆元を取らなければならない
ことに注意せよ2。(その理由を考えよ。) この作用をそれぞれ、左移動、右移動と呼ぶ。ど
ちらの作用でも G 全体がただ一つの G 軌道になっている。

(2) G は G 自身に、Ad (g)x = gxg�1 とおくことによっても作用する。この作用を随伴作
用と呼ぶ。随伴作用の軌道 O x は x 2 G の共役類に他ならない。

さて、作用の大きさと無駄の無さを測るには次のような定義をしておくのが便利である。

De�nition 1.4 群 G の X への作用が推移的とは、8x1; x2 2 X に対して、gx1 = x2 とな
るような g 2 G が存在するときに言う。また G の作用が効果的とは、gx = x (8x 2 X)
なら g = e となるときに言う。x 2 X に対して、Gx = fg 2 G j gx = xg を x の固定部分
群と呼ぶ。もし Gx = feg が任意の x 2 X について成り立つなら、この作用は自由である
という。

この定義において、推移的とは、作用している群がかなり大きいことを意味する。実際次
の演習問題でもわかるように、X の一点を Gで動かすことによって X 全体になる (つまり
X は一つの G 軌道である)。また効果的とはその作用には無駄がないことを意味している。

2逆元を取らないですむように、群の「右からの作用」というものを考えることもあるが、ここでは考えな
い。この講義では群はほとんどの場合左から作用する。
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Exercise 1.5 次の各主張を示せ。

(1) 推移的とは x 2 X に対して、写像 G 3 g 7! gx 2 X が全射になること、また効果的と
は、準同型 G! Aut (X)が単射であることと同値である。

(2) 作用が推移的であっても、準同型 G! Aut (X)が全射であるとは限らない。

(3) 上の例であげた、G の G 自身への左右の移動による作用は推移的かつ自由である。一
方、随伴作用は Gが自明な群でなければ推移的でも自由でもあり得ない。

(4) Gx = fg 2 G j gx = xgを固定部分群とする。作用が効果的であることと、
T

x2X Gx = feg
は同値であることを示せ。したがって自由なら効果的である。一般にこの逆は成り立たない。

(5) X への G の作用が推移的であるとする。このとき G の作用が効果的であることと、あ
る x 2 X に対して

T
g2G gGxg

�1 = feg であることとは同値である。さらにこれは任意の
x 2 X についても成り立つ。

Exercise 1.6 G が X に作用しているとする。x 2 X を一つ選び、その固定部分群を Gx

と書こう。

(1) G が X に推移的に作用しているとする。G 2 g 7! g � x 2 X は右剰余類の空間 G=Gx

を経由することを示せ。つまり次の可換図式が成り立つ。

g 2 G

gGx 2 G=Gx X 3 g � x

?

-

Q
Q
Q
Q
QQs

�

同型

projection
全射

(2) G を有限群としよう。このとき #O x = #(G=Gx) = #G=#Gx が成り立つことを示せ。
さらにこれを利用して、作用が随伴作用であるとき、

#(x の共役類) = #O x =
#G

#ZG(x)

が成り立つことを示せ。ただし ZG(x)は x の G における中心化部分群である。

Example 1.7 (正多面体群) 正多面体 P を不変にするような 3次元ユークリッド空間の合
同変換の全体を正多面体群という。正 n 面体群を G とおこう (n = 4; 6; 8; 12; 20)。もちろ
ん定義により Gは P に作用している。

さて、正多面体の面、辺、頂点の集合をそれぞれ F;E; V と書こう。ただし、面はそれ
に属する辺・頂点を含み、辺はその端点を含んでいるとしておく。このとき

B = f(a; b; c) 2 V � E � F j a � b � cg

の元を旗と呼ぶ。もちろん G は旗の集合に自然に作用する。次の命題は直感的には明らか
だろう。

Proposition 1.8 Gの旗への作用は推移的、かつ自由である。特に P の各面が正 k 角形と
すると #G = #B = 2nk が成り立つ。
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さて、

B 0 = f(b; c) 2 E � F j b � cg

の元のことを部分旗と呼ぼう。また、正多面体群の中で、空間の向きを保つような変換 (つ
まり回転移動)全体のなす部分群を H と書く。このとき、次の命題も、各辺の垂直二等分面
に関する鏡映が辺の端点を入れ換えるように働くということに注意すれば、やはり直感的に
ほぼ明らかかもしれない。

Proposition 1.9 H の部分旗 B 0 への作用は推移的、かつ自由である。特に P の各面が正
k 角形とすると #H = #B 0 = nk が成り立つ。したがって G=H ' Z=2Zである。

正多面体群は結局たった 5種類しかないので、その構造はすでによくわかっている。こ
こでは単にその結果を述べるにとどめる。これを調べるのは演習問題としておこう (その時
には上の二つの命題は役に立つはずである)。なお、[17] および [29] 参照。

n k G #G H #H
4 3 S4 24 A4 12
6 4 Z2 �S4 48 S4 24
8 3 Z2 �S4 48 S4 24
12 5 Z2 � A5 120 A5 60
20 3 Z2 � A5 120 A5 60

[ヒント : 正 6面体の場合は頂点の対を結ぶ軸が 4本あり、これを入れ換えることで H が働
く。Gは H と �1で生成されるから G = Z2�H である。正 8面体は正 6面体の双対多面
体だから、働いている群は同じ。
正 20面体の場合には各辺の中点 (30個ある)を考え、これを組み合わせて正 8面体を 5つ作
る (30 = 6� 5 !)。この 5つの正 8面体の入れ換えで Gが働く ([20])。やはり �1が正 20面
体を不変にしていることに注意する。また、正 12面体群は正 20面体群と等しい。]

似たような例を、も一つあげておこう。

Example 1.10 (n 次対称群) X = f1; 2; 3; : : : ; ngと置くとき、Xから X への全単射全体に
写像の合成によって積を定義した群を n次対称群と呼んで、Snで表す。つまり Sn = AutX
である。もちろん Sn は X に推移的かつ効果的に作用している。

この作用は自由ではないが、次のように"旗"を考えることによって自由な作用を構成す
ることができる。

まず X のすべての部分集合 2X を考え、さらに

B = f(F0; F1; : : : ; Fn) j Fk 2 2X ;#Fk = k; Fi � Fi+1g

の元を旗と呼ぶ。もちろん Sn は B に自然に作用するが、この作用は推移的かつ自由であ
る。このようにして #Sn = #B = n!がわかる。
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Exercise 1.11 部分的な旗を考えることによって、もっと豊富な構造を考えることもでき
る。たとえば次のような (部分)旗の集合を考えてみよう。

B 0 = f(F0; Fk; Fn) j Fi 2 2X ;#Fi = i; F0 � Fk � Fng

これは、まぁFkだけを考えるといっても同じことではあるが、一番簡単な旗になっている。

(1) B 0 への Sn の作用は推移的か? また、効果的か? 自由であるか?

(2) F 2 B 0 を任意に取るとき、F における固定部分群を求めよ。このことから #B 0 はどの
ようにして計算できるか?

(3) もっと一般の部分旗を定義して、同様の問題を考えてみよ。

Exercise 1.12 "旗"という概念はもっと一般的な枠組みで考えることができる。たとえば
G = GL(n; C ) が V = C n に自然に (行列のかけ算によって)作用している場合を考えよ
う。

(1) V への G の作用は推移的か? また、効果的か? 自由であるか?

(2) 次のようにして V の旗を考えよう。

B = fF = (F0; F1; : : : ; Fn) j Fk は V の部分空間; dimFk = k; Fi � Fi+1g

Gは B に推移的かつ効果的に作用している。しかしこの場合作用は自由ではない。任意の
旗における固定部分群を求めよ。

(3) 部分的な旗について考察せよ。

Exercise 1.13 Gが X に効果的に作用しているとする。また Xn = X � � � ��X (n 個の直
積)とおき、Gの Xn 上の対角線的な作用を考える。すなわち g(x1; : : : ; xn) = (gx1; : : : ; gxn)
と決める。

(1) Gの X への作用が推移的であっても、Xn への作用は推移的とは限らないことを示せ。

(2) G の X への作用が自由であることと、Xn への作用が自由であることは同値である。

(3) G を有限群とする。十分大きな n に対して、Xn の適当な部分集合 Y を取ると、G の
Y への作用は自由であるようにできる。

Exercise 1.14 Fp を標数 p の素体とする。GL2(Fp) の射影空間 P1(Fp) への作用と固定部
分群を考えることにより、#GL2(Fp) を求めよ。このことから、Fp の元で、ad� bc = 0 を
満たす組み (a; b; c; d) の個数を求めよ。また #SL2(Fp) を求めよ。
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Part II

有限群の表現

2 有限群の表現

以下第一部 (x2 { x10)においては G は有限群とする。

しかしここで定義したり、あるいは問題にしたりする性質は、本来有限群とは限らずに、一
般の群に対して考察すべき性質である。またここでの議論のほとんどは、素性の良い群に対
しては適切な修正の下に通用する。したがって、厳密には対象は有限群ではあるが、後の話
の展開のためには、一般の群を想定して考えてもらうことが望ましい。実際、ここで挙げる
ような事項については (有限群に対しては)既知の事項がほとんどであろう。復習をかねて、
これらの事実、あるいは性質が、どのような群に対して一般化できるのかを考えながら読ん
でいただけると嬉しい。

De�nition 2.1 (表現) V をベクトル空間とし、GL(V )で V 上の可逆な線形写像の全体を
表す。このとき、群の準同型 � : G! GL(V ) を G の V 上の表現と呼ぶ。V を表現空間と
呼び、時として V� とか V (�)などのように書くこともある。また �を省略して V を表現と
呼ぶことも多い。

V の部分空間 U であって、�(G)で不変になるようなものを G 不変部分空間、あるいは
V の部分表現と呼ぶ。明らかに f0g または V それ自身は部分表現である。これを自明な部
分表現と呼ぶ。V の部分表現が自明なものしかないとき、V を既約であるという。

g 2 G に対して �(g) 2 GL(V ) のことを表現の作用素と呼んだりする。これを用いて表
現である、ということを書き下せば、

�(e) = id V ; �(g)�(g0) = �(gg0) (g; g0 2 G)

となる。これはすなわち Gが V に作用していることにほかならない。単なる「作用」と違
うのは、作用のもたらす変換 �(g)が線形作用素である点だけである。

De�nition 2.2 (商表現) (�; V )が G の表現であって、U � V が不変部分空間 (部分表現)
であるとき、商ベクトル空間 V=U に次のように線型写像 �(g) を定義する。

�(g)(v + U) = �(g)v + U (g 2 G; v 2 V )

これはまた G の表現になるので、この表現 (�; V=U)を V の U による商表現と呼ぶ。表現
の作用素 �(g) を単に �(g)で代用することも多い。

さて、次の補題は既約表現の有限次元性について述べていて、結論は、コンパクト群の
表現に対して正しい。

Lemma 2.3 有限群 G の既約表現 V は有限次元である。
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Proof. 8v 2 V; 6= 0 を取り、fgv j g 2 Gg より張られた部分空間 U を考える。明らかに
この部分空間は有限次元であって、しかもゼロではない不変部分空間になっているから、V
に一致する。したがって、V = U は有限次元。3 Q.E.D.

Example 2.4 V = C として、�(g) = 1とおくと、(�; C ) は既約表現になる。これを自明な
表現と呼ぶ。

De�nition 2.5 (不変元) V を G の表現とする。このとき v 2 V が G 不変元である4 と
は、�(g)v = v が成り立つことを言う。V の G 不変元の全体を V G で表す。

不変元とは、つまりそのベクトルが生成する一次元の部分空間が G の自明な表現になっ
ているということに他ならない。したがって、V G は V の中の自明な部分表現をすべて集め
てきたようなものと思ってよい。もちろん自明な表現それ自身はつまらないが、しばしば不
変元の全体 V G は表現論において重要な役割を果たす。それは後ほど明らかになるだろう。

Example 2.6 (有限)集合 X に Gが作用していたとし、

CX =
M
x2X

C x =
nX
x2X

axx j ax 2 C
o

で X の元を基底とするような形式的な一次結合の全体のなすベクトル空間を表す。このと
き、�(g)x = gx とおいてこれを線型に拡張すれば、(�; CX) は G の表現になる。これを置
換表現と呼ぶ。

Exercise 2.7 X = f1; 2; : : : ; ng と置き、G = Sn を自然に X に作用させる。

(1) 上で定義した置換表現 (�; CX) の自然な基底 f1; 2; : : : ; ngに関する行列表示 (表現の作
用素)を求めよ。このような行列は、各行各列に 1が一つだけあり、残りは全てゼロになる
ような n� n 行列である。これを置換行列と呼ぶ。

(2) G 不変元をすべて求めよ。(つまり (CX)G を求めよ。)

(3) 置換表現 (�; CX) は既約ではないことを示せ。また、商表現 CX=(C X)G は既約になる
ことを示せ。

De�nition 2.8 (双対表現) (�; V )が G の表現であるとき、V の双対空間 V � = f : V !
C :線型 g は自然に G の表現の構造を持つ。それは次のように定義される。

(��(g) )(v) =  (�(g�1)v) (g 2 G; 2 V �; v 2 V )

つまり ��(g) = t�(g)�1 である。この表現 (��; V �) を (�; V ) の双対表現と呼ぶ。

Exercise 2.9 既約表現の双対表現が既約であることを証明せよ。

3証明より dimV � #Gがわかるが、後でもっと強力な定理を証明するので、これはまぁどうでもよい。
4不変部分空間とまぎらわしい用語なので注意せよ。不変元と不変部分空間は本質的に異なる概念である。
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Example 2.10 X に Gが作用していたとする。L(X) で X 上の複素数値関数の全体を表
す。このとき L(X) = (CX)� である。実際、f(x) 2 L(X)に対して、

hf;
X
x

axxi =
X
x

axf(x)

とおけば、これが CX 上の線型形式を与える。このとき置換表現の双対表現は、

(��(g)f)(x) = f(g�1x) (これを Lgf(x) と書く)

で与えられる。この表現を G の L(X) 上の左正則表現と呼ぶ。

置換表現にせよ、正則表現にせよ、ある空間への群の作用があれば、それを線型化して表
現が構成できることを示している。この方法は非常に強力で、表現論では基本的なものであ
る。特に左正則表現は、Gが連続群で、空間 X に位相構造や可微分構造、あるいは代数幾
何的な構造などが入っているとき、それに対応する関数空間を考えることでさまざまなヴァ
リエーションを持つ。後ですべての既約表現は正則表現を経由して得られることを示す。

De�nition 2.11 (テンソル積と Hom ) (�; V ); (�;W )を Gの二つの表現とする。これから、
次のようにして新しい表現を作り出すことができる。まず V と W のテンソル積 V 
W を
考え、表現の作用素 �(g) = �(g)
 �(g)を次のように定義する。

�(g)(
X

v 
 w) =
X

�(g)v 
 �(g)w (v 2 V; w 2 W )

これが表現になることはほぼ明らかであろう。また Hom(V;W )には次のようにして表現の
作用素を定義することができる。 2 Hom(V;W )に対して、

(� 0(g) )(v) = �(g)
�
 (�(g)�1v)

�
(v 2 V )

と決める。これが表現になることは、簡単な計算で確かめられる。

Exercise 2.12 (1) V � = Hom(V; C ) であるが、 C を G の自明な表現とみなしたとき、双
対表現は上で与えた Hom(V; C ) 上の表現に一致する。

(2) Hom(V;W ) ' V � 
W と同一視したとき、これらは G の同じ表現を与えている。

さて、この演習問題でも出てきたが、二つの表現を「同じ」だと判断するような局面が
以後頻出する。これは何も表現に限ったことではなく、何かを同一視して考えるということ
は数学の根底に横たわっている基本的な営みの一つである。

一見異なるように見える表現もその本質は同じであったり、あるいは二つの表現が全く
一致しているわけではないが、共通の成分を含んでいたりする。このような二つの表現の関
係を記述するのが、表現の間の準同型、あるいは intertwining 作用素と呼ばれている写像で
ある。そこで、表現同志の間の準同型を定義しておこう。

De�nition 2.13 (intertwiner) (�; V ); (�;W )を G の二つの表現とする。このとき、線型
写像 T : V !W が (G) 準同型、あるいは intertwinig 作用素であるとは、

T Æ �(g) = �(g) Æ T (g 2 G)

が成り立つときに言う。また T が可逆であるなら、V と W は同値な表現であるといい、
V ' W と表す。intertwining 作用素の全体を HomG(V;W )で表す。
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簡単だが、以下本質的に使われる次の補題に注意しておこう。

Lemma 2.14 (�; V )および (�;W )を Gの有限次元表現とする。このとき HomG(V;W ) '
(V � 
W )G が成り立つ。

Proof. 当たり前!! かなぁ。各自納得するまで考えてみること。 Q.E.D.

次の補題は Schurの補題と呼ばれる非常に有名、かつ有用な補題である。いろいろなヴァ
リエーションが知られているが、ここでは古典的な形で述べておこう。

Lemma 2.15 (Schur) (�; V ) および (�;W ) を G の有限次元既約表現とする。このとき

HomG(V;W ) '

�
C V ' W のとき
0 V 6' W のとき

が成り立つ。

Proof. まず V = W のときに HomG(V; V ) = C 1V であることを示そう。実際 ' 2
HomG(V; V )とすると、'は固有値 �に属する固有空間 V� 6= 0を持つ。この固有空間は明
らかに不変部分空間であるから、V� = V である。つまり ' = �1V となる。

次に、T : V !W を intertwiner とすると、kerT および ImT はそれぞれ V および W
の不変部分空間となる。これから、もし T 6= 0なら、ker T = 0であって、しかも ImT =W
となることがわかる。つまり T は同型である。このとき必然的に V ' W でなければなら
ない。

そこで T; S 2 HomG(V;W )をどちらも零ではない元とすると、S�1T 2 HomG(V; V )で
ある。したがって S�1T = �1V ; T = �S となって、dimHomG(V;W ) = 1 であることがわ
かる。 Q.E.D.

Corollary 2.16 (�; V ) および (�;W ) を G の有限次元既約表現とする。このとき次が成り
立つ。

(V � 
W )G '

�
C V ' W のとき
0 V 6' W のとき

3 表現の分解と完全可約性

表現論の目標の一つは次の問題である。

Problem 3.1 Gのすべての表現を同値を除いて分類せよ。さらに、表現の同値類に対して、
「よい」実現を与えよ。

有限群の場合には、この問題は「既約表現」に対してのみ考えればよい。その理由を以
下で考えよう。
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De�nition 3.2 (直和) (�; V )と (�;W )を二つの表現とするとき、ベクトル空間の直和 V �
W に次のように G を作用させる。

�(g)(v � w) = �(g)v � �(g)w (v 2 V; w 2 W )

これを二つの表現の直和と呼び、(�� �; V �W )で表す。

ある表現が部分表現の直和として表されるとき、その表現は部分表現の直和に分解すると
いう。有限次元表現を部分表現の和にどんどん分解していくと、もうこれ以上分解できない
表現に到達する (これは表現の有限次元性からの帰結である)。このような表現を分解不能な
表現と呼ぶ。しかしそれは既約表現とは限らない。

De�nition 3.3 (完全可約) Gの表現 V が完全可約であるとは、V の任意の部分表現 U に
対して、ある部分表現 U 0 が存在して、V ' U � U 0 となることを言う。

Lemma 3.4 有限次元表現 V が完全可約であることと、いくつかの既約表現の直和である
ことは同値である。

Proof. dimV に関する帰納法で証明する。

まず V が完全可約であるとしよう。もし V 自身が既約であれば、何も証明することは
ない。既約でなければ、既約な部分表現 U が存在する。完全可約性により、V ' U �U 0 だ
が、dimU 0 < dimV なので、帰納法の仮定により、U 0 は既約表現の直和である。

次に V が既約表現 fWi j 1 � i � lg の直和だったとしよう。

V '

lX�

i=1

Wi

任意の部分表現 U に対して、もし U = W1 なら証明することはない。商表現 V=W1 を考え
ると、これは既約表現の直和であって、しかも次元が真に小さいから、帰納法の仮定により
完全可約である。したがって、U 0 � V=W1 が存在して、V=W1 ' U=W1 � U 0 である。ただ
し U 0 は V の W1 を含むような部分空間と同一視している。ここで U \W1 はゼロまたは
W1 に一致することに注意すると、

U \W1 = 0) V ' U � U 0

U \W1 = W1 ) V ' U � U 00 (U 0 = W1 � U 00)

となり、証明が完了する。ここで U 0 にも帰納法の仮定を適用した。 Q.E.D.

Lemma 3.5 G の有限次元表現 V が完全可約であれば、その既約分解は順序を除いて一意
的である。

Proof. V =
P�r

i=1miWi と分解していたとする。ただし、fWi j 1 � i � rgは互いに同値
でないような既約表現とし、mi は Wi が V の分解に何度現れたかを示す非負整数である。
(便宜的に Wi が分解に現れないときは mi = 0 と決めておこう。) このとき、

mj = dimHomG(Wj; V )

13



が成り立つ。もしこれが示されれば、主張は自ずと明らかである。

HomG(Wj; V ) = (W �
j 
 V )G = (

X�

i

miW
�
j 
Wi)

G

=
X�

i

mi(W
�
j 
Wi)

G =
X�

i

miÆijC = C mj

この式の両辺の次元を比較すればよい。 Q.E.D.

Exercise 3.6 上の補題の証明では、暗黙のうちに (U �W )G = UG �WG であることを用
いた。ただし、もちろん U;W は V の不変部分空間である。これを証明せよ。

De�nition 3.7 (重複度) 完全可約な (有限次元)表現 V の既約分解に現れる既約表現 W の
回数を、W の V における重複度と呼び、記号で [V : W ] と表す。

上の補題の証明より、重複度は

[V : W ] = dimHomG(W;V )

で与えられることがわかる。そこで、V が有限次元でなくても、また、W が既約でなくて
も同じ式で、形式的に重複度 [V : W ] を定義しておくと便利である。

以上をまとめて次の定理を得る。この定理は、有限次元表現の既約分解の最終的な結論
である。それだけでなく、後で道具としても非常に役に立つ、表現論のもっとも重要な定理
(あるいは認識)の一つといえる。

Theorem 3.8 Gを有限群とする。W を G の有限次元表現とするとき、その既約分解は次
のように与えられる。

W '
X�

�2Irr(G)

HomG(V�;W )
 V�

ここで、HomG(V�;W )は既約表現 �のW における重複度を表し、' 2 HomG(V�;W ); v 2 V�
に対して同型は'
 v 7! '(v)で与えられる。また、Irr(G)は G の既約表現の同値類の全体
を表す。

Remark 3.9 以下の注意は、初心者は当面気にしないほうがよかろう: 実は有限群に対し
ては W を特に有限次元としなくてもよい。しかし、一般にコンパクト群や代数群の正則表
現を考えるときには、W を局所有限と仮定しなければ、この定理は正しくない。(補題 11.3
参照)

Proof. W が完全可約であると仮定して以下証明しよう。実は有限群の任意の有限次元表
現は完全可約であるが、この事実はのちほど定理 4.6で証明される。

右辺が W の既約分解を与えていることはすでに証明されている。問題は、定理中に与
えられた写像が実際の同型を導くという部分である。そこで、この写像を T と書こう。つ
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まり、単項のテンソルに対しては T ('
 v) = '(v)であって、あとはこれを線型に拡張した
ものである。

まず T が intertwining 作用素になっていることはほぼ明らかであろう。ただし、重複度
の空間 HomG(V�;W )には Gが自明に作用していることに注意しておく。

次に T がベクトル空間としての同型を導くことを見よう。そこで T が全射ではなかっ
たとする。W は完全可約だから、W = (ImT )� U となる不変部分空間 U 6= f0gが存在す
るが、U の既約成分の一つを V� としよう。もちろん V� は W の既約成分でもある。また、
U = V� � U 0 と書いたとき、写像 ' : V� ,! U ,! W はもちろん HomG(V�;W ) のゼロでな
い元である。ところが、'(V�) � (ImT )\ U = f0gとなって矛盾である。W は有限次元で、
W と定理の式の右辺の次元は等しいから、T の単射性が従う。 Q.E.D.

4 有限群の群環

さて、群の表現 V を時として G 加群と呼ぶ。これは環論的な用語を借用していると思って
もよいが、次のようにして群環を定義し、V を群環の環論的な意味での「加群」と思うこと
ができるのである。

De�nition 4.1 (群環) Gの元の (複素係数の)形式的な一次結合全体を考え、和は形式的な
和、積は G の積を元ごとに行なって (非可換)代数の構造を入れる。これを G の群環と呼
び、CG と書く。5

Gは群環の可逆元からなる群の部分群になっていることに注意しよう。つまり G � (CG)�

である。

Lemma 4.2 V を G の表現とするとき、これを自然に CG の表現に拡張することができ
る。また CG の表現 V に対して、作用を G に制限したものは G の表現となる。この二つ
の対応は互に他の逆を与え、G の表現の圏と、CG 加群の圏は自然に同値になる。

Remark 4.3 ここでいきなり圏 (category)が出てくるが、そのためには対象 (object)間の
準同型 (morphism)が定義されていなければならない。表現の間の準同型は intertwining 作
用素、加群の間の準同型は CG 線型写像である。圏というと少し難しそうに聞こえるが、こ
の講義ではあまり圏的な話は登場しないので、ま、無視してもよい。

Proof. 明らかなので省略する。 Q.E.D.

さて、群環というのは、G の各元に係数を掛けて和をとったものである。これは、見方
を少し変えると、G の各元に対してある値を対応させる、つまり G 上の関数を考えること

5もちろん基礎体は複素数でなくてもよいし、「群環」という以上、係数は Zに取るというのが正しいかも
しれない。ここでは CG は C 代数なのだが、慣例にしたがって群環と呼ぶ。

15



に他ならない (実はこの二つは双対的な概念ではあるが : : : )。さて、G 上の関数 f(g) に対
して、その積分を定義しておくと便利である。Z

G

f(g)dg =
1

#G

X
g2G

f(g)

この積分を不変積分と呼ぶ。もちろん L2 内積もこの積分に関して考えることができるし6、
あるいは合成積や積分変換も定義できる。単なる和ではあるがこのように積分の形に書いて
おくと、後でコンパクト群や一般のリー群を考えるときに便利である。

群環と G 上の関数のなす空間との関係は、次の定理で与えられる。

Theorem 4.4 G 上の関数全体 L(G)に合成積で積を定義したものと群環は、環として同型
である。

Proof. Æg で、g において #G、その他の点では 0になるような関数を表わそう7。このと
き CG 3 g 7! Æg 2 L(G) (を線型に拡張したもの)が定理における同型を与える。実際、線型
空間としての同型になるのは明らかだから、積を保つことを見ればよい。

Æg Æ Æg0(x) =
1

#G

X
h2G

Æg(h)Æg0(h
�1x)

= Æg0(g
�1x) = Ægg0(x)

Q.E.D.

Remark 4.5 もし Gが有限群でなくても、上の証明の一部は意味を持つ。たとえば、証明
の最後の式は、一般の関数 f に対して

Æg Æ f(x) = f(g�1x) = Lgf(x)

となることを示している。通常の関数空間 (たとえば連続関数とか、正則関数、あるいは Lp

関数など)にはもちろんデルタ関数は含まれていないが、この式は Æg を掛けるということ
が、関数空間において左正則表現として解釈できることを意味している。もっともこれが合
成積の本来の意味であった。

さて、G 上の不変積分の応用の一つとして、G の表現の完全可約性を示しておこう。

Theorem 4.6 Gの有限次元表現 V は G 不変な Hermite内積を持つ。つまり V 上の Gの
表現はユニタリである。したがって、V は完全可約となる。

6関数空間 Lp はこの場合、すべての関数のなす空間に一致する。さらに G に離散位相を入れておくと、こ
れは連続関数の全体とも一致する。

7Æg は本質的には Dirac のデルタ関数であるが、 G の全体積を 1 に規格化したために、その値が #G と
なっている。
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Proof. V 上の任意の非退化 Hermite 内積 ( ; )0 を取り、これを使って、新しい内積を

(v; w) =

Z
G

(gv; gw)0dg

で定義する。新しい内積が Hermite 内積であることは、非退化性を除いて簡単にわかる。非
退化であることは、(v; v) = 0 とすると、(gv; gv)0 = 0 (8g) であることと、( ; )0 の非退化
性よりわかる。

またユニタリ表現では、不変部分空間の直交補空間がまた不変部分空間になっているの
で、完全可約である。ユニタリなら完全可約であることの証明には、V の有限次元性を使っ
ていないことに注意しておく。 Q.E.D.

Corollary 4.7 G;H を二つの有限群とし、W を直積群 G�H の既約表現とする。このとき
Gの既約表現 V� と H の既約表現 U� が存在して、W = V��U� と書ける。ここで V��U�
は外部テンソル積表現を表し、表現空間は V� 
 U�、表現の作用素は (� � �)(g; h) v 
 u =
�(g)v 
 �(h)uで与えられる。

Proof. 定理 3.8によって、W は G の表現として、

W
?y
G
'
X�

�2Irr(G)

HomG(V�;W )
 V�

と分解される。各重複度の空間HomG(V�;W )は H の表現になるから、W の既約性によっ
て、HomG(V�;W ) 6= 0となるただ一つの � 2 Irr(G)が存在する。もし U� = HomG(V�;W )
が H の表現として既約でないならば、完全可約性より U� を二つ以上の既約成分に分解で
きることになる。しかしこれは W の既約性に反する。 Q.E.D.

Exercise 4.8 (�; V ); (�; U)を Gの表現とする。直積群 G�Gの外部テンソル積表現 ���
を考え、それを対角型部分群 �G = f(g; g) j g 2 Gg � G �G に制限したものが G の表現
の(内部)テンソル積表現 � 
 � である。これを確認せよ。

さて、いよいよ群環の構造の一番重要な性質を証明しよう。まず群環 CG は左右からの
G の元のかけ算によって G 加群と思えることに注意しよう。つまり、CG は G の表現空間
である。しかも左からのかけ算と右からのかけ算は互いに可換であるから、これを G � G
の表現であると思ってよい。

Theorem 4.9 CG は G�G の表現として、

CG '
X�

�2Irr(G)

V� � V �
�

と分解する。

17



Proof. G 上の関数の空間 L(G)が

L(G) '
X�

�2Irr(G)

V �
� � V�

と分解することを示そう。CG は L(G) の双対空間だから (例 2.10 参照)、これから定理は
従う。

そこでまず右正則表現として L(G) を既約分解すれば

L(G) '
X�

�

HomG(V�; L(G))
 V�

であることに注意しよう。このとき HomG(V�; L(G))が G の左正則表現として V �
� と同型

であることを示せばよい。同型は具体的に次の写像で与えられる。

T : HomG(V�; L(G)) 3  7�!  (�)(e) 2 V �
�

ただし e 2 G は単位元である。これを示せば証明は完結する。

まずこの写像が G-intertwinerであることを示そう。実際 g 2 G; v 2 V� とすれば、

T (g �  )(v) =
�
(g �  )(v)

�
(e) =  (v)(g�1 � e) =  (g�1v)(e) = T ( )(g�1v)

であるから intertwining 作用素になっている。

次に T の単射性を見よう。実際 T ( ) = 0 とすると、 (v)(e) = 0 (8v 2 V�)だが、これ
より、 (v)(g) � 0、 = 0がわかる。全射性は V �

� 3 v
� に対して、 (v)(g) = hv�; gvi とお

くと、定義より T ( ) = v� となることからわかる。 Q.E.D.

Corollary 4.10 G� G の表現として、CG ' L(G) である。いま、G
�
,! G� G を対角線

埋め込みとして、この埋め込みで CG および L(G) を G 加群と思うと、その不変元は

(CG)�G ' L(G)�G ' C #Irr(G)

となる。�G の G への作用は随伴作用に他ならないので、L(G)�G は各共役類上の特性関
数を基底に持つ。したがって

#Irr(G) = #(G に含まれる共役類)

が成り立つ。

さて、定理 4.9 の証明を詳細に眺めると、次の系が得られる。

Corollary 4.11 次の写像 T� (を線型に拡張したもの)は、G�G の表現として V �
� 
 V� の

L(G) への埋め込みを与える。

T� : V �
� 
 V� 3 v

� 
 v 7! hv�; �(g)vi 2 L(G)

18



Proof. 一応 intertwinerになっているかどうかだけを確認しておこう。

T�(�
�(gL)v

� 
 �(gR)v) = h��(gL)v
�; �(g)�(gR)vi

= hv�; �(g�1L ggR)vi = L(gL)R(gR)hv
�; �(g)vi

Q.E.D.

この関数 hv�; �(g)viを表現 � の行列要素と呼ぶ。定理 4.9は結局、L(G)が行列要素で
生成されていることを主張しているのである。

5 指標と行列要素

表現の行列要素はいわば表現そのものであるから、表現の性質を研究する際には一番基本的
な対象である。また、リー群の表現であれば、行列要素が何らかの興味深い特殊関数になっ
ていることも少なくない。この節では行列要素と、その特別な場合である指標について基本
的な事項を紹介しよう。まず、次の行列要素の直交関係式から始める。

Theorem 5.1 (行列要素の直交関係式) 二つの既約表現 �; � 2 Irr(G) を考える。このと
き、v 2 V�; v� 2 V �

� と u 2 V�; u
� 2 V �

� に対して、

Z
G

hv�; �(g�1)vihu�; �(g)ui dg =

8<
:

0 � 6' � のとき

1

dimV�
hu�; vihv�; ui � = � のとき

が成り立つ。

Proof. まず � 6' � と仮定しよう。このとき、Z
G

��(g)v� 
 �(g)u dg 2 (V �
� 
 V�)

G = f0g

だから、

0 = hv 
 u�;

Z
G

��(g)v� 
 �(g)u dgi

=

Z
G

hv; ��(g)v�ihu�; �(g)ui dg =

Z
G

hv�; �(g�1)vihu�; �(g)ui dg

である。

次に � = � とする。このときはZ
G

��(g)v� 
 �(g)u dg 2 (V �
� 
 V�)

G = C 1� (5.1)
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となる。ここで、1� は (V �
� 
 V�)

G ' HomG(V�; V�) の恒等写像に対応する元である。そ
こで、左辺を �1� とおき、Hom(V�; V�) の元とみなしてその trace をとろう。このとき
trace (v� 
 u) = hv�; uiであることに注意しておく (演習問題)。すると、

� dimV� =

Z
G

h��(g)v�; �(g)ui dg =

Z
G

hv�; ui dg = hv�; ui

であることがわかる。また hv 
 u�; 1�i = trace (v 
 u�) = hu�; vi なので (これも演習問題)、
(5.1) の左辺を �1� とおいたものと v 
 u� との pairingをとれば、

�hu�; vi = hv 
 u�; �1�i

=

Z
G

hv 
 u�; ��(g)v� 
 �(g)ui dg

=

Z
G

h��(g)v�; vihu�; �(g)ui dg

=

Z
G

hv�; �(g�1)vihu�; �(g)ui dg

一方において、� = hv�; ui= dimV� なのであった。 Q.E.D.

この定理は、正則表現 L(G) = L2(G) の分解において、各既約成分 V �
� 
 V� は、L2 内

積について直交していることを示している。コンパクト群の表現論では特にこの直交性がよ
く利用される。

Exercise 5.2 同型 T : V � 
 V ' Hom(V; V ) を T (v� 
 v)(u) = hv�; uiv となるようなもの
として定める (線型に拡張する)。このとき次を示せ。

(1) traceT (v� 
 v) = hv�; vi

(2) hu
 u�; T�1(id V )i = traceT (u� 
 u) = hu�; ui

次に、行列要素の中でも特別な意味を持つ指標を導入しよう。

De�nition 5.3 (指標) (�; V�) を G の有限次元表現とする。このとき

��(g) = trace �(g) (g 2 G)

を表現 � の指標と呼ぶ。とくに、� が既約のとき、�� を既約指標と呼ぶ。

指標は G 上の類関数、つまり L(G)�G の元である。

Exercise 5.4 V� の基底を fvig
d
i=1として、その双対基底を fv�i g

d
i=1 � V �

� とする。このとき、

��(g) =
dX
i=1

hv�i ; �(g)vii
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であることを示せ。このことから、� が既約のときには、

T� : V �
� 
 V� 3

dX
i=1

v�i 
 vi 7�! �� 2 L(G)

となることがわかる。ここで T� は系 4.11で定義された写像である。

既約指標 �� はこの後の話でもわかるように、表現 � そのものを決定してしまう。その
意味で �� には � の情報が全てつまっていると考えてもよい。可約な表現の指標について
も同様で、完全可約性のおかげで、やはり表現の同型類は指標によって決まってしまうので
ある。以下にすでに出てきた表現の間の操作と指標との関係を述べておく。どれも簡単なの
で、証明は省略する。

恒等表現 �1(g) = 1 (定数関数)

直和 ���� = �� + ��

テンソル積 ��
� = �� � ��

商表現 ��=� = �� � ��

制限 �H
�

?y
H

= �G�
?y
H

双対表現 ���(g) = ��(g
�1)

簡単だが重要な例を挙げる。

Example 5.5 G の CG 上の左正則表現を考えるとき、�(L;CG) = Æe が成り立つ。ここで、
e 2 G を単位元として、Æe は、単位元で #G、その他の点でゼロとなるような関数を表す。
つまり Æe は単位元における Dirac のデルタ関数である。

Example 5.6 CG を G�G の表現と考えるとき、

�(L�R;CG)(g1; g2) =

�
#ZG(g2) g1 � g2 共役のとき
0 g1 6� g2 共役でないとき

となる。実際、�(L�R;CG)(g1; g2) の値は、CG の基底を G の元で取ればわかるように、

#fx 2 G j g1xg
�1
2 = xg = #fx 2 G j g1 = xg2x

�1g

であって、これは g1 6� g2 ならゼロ、g1; g2 が共役のときには中心化群 ZG(g2)の位数に一致
する。

異なる表現に属する行列要素は L2 内積に関して直交しているので、指標についても同
様の事実が成り立つ。
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Theorem 5.7 (指標の直交関係) (�; V�); (�; V�)を Gの二つの既約表現とする。このとき、
次の関係式が成り立つ。Z

G

��(g
�1)��(g) dg =

(
0 � 6' � のとき

1 � = � のとき

Proof. 演習 5.4 と定理 5.1 より明らか。 Q.E.D.

Corollary 5.8 (�; V�); (�; V�) を G の既約表現とすると、

Z
G

��(g
�1)�(g) dg =

8<
:

0 � 6' � のとき

1

dimV�
id V� � = � のとき

が成り立つ。

Proof. 左辺の積分が � から自分自身への intertwiner であることがすぐにわかる。した
がって、左辺は � id V� と書けているが、両辺の trace を取って、指標の直交関係を用いる
と、� dimV� = Æ�;� (Kronecker の Æ) であることがわかる。 Q.E.D.

Corollary 5.9 (�; V�) を G の既約表現、(�; U) を有限次元表現とすると、

P� = dimV�

Z
G

��(g
�1)�(g) dg : U ! U

は、U の � 成分への射影作用素になる。

Proof. U の � 成分とは、HomG(V�; U)
 V� 3 '
 v 7! '(v) 2 U の像のことを指す。あ
るいは X

'2HomG(V�;U)

Im'

のことであると言ってもよい。特に始めの方の表示から、P� が � 成分への射影であること
は明らかであろう。 Q.E.D.

Exercise 5.10 L(G) '
P�

� V
�
� 
 V� であった。このとき、f(g) 2 L(G) に対して、

dimV�

Z
G

��(x
�1)f(gx) dx = dimV�

Z
G

��(x)f(x
�1g) dx

は V �
� 
 V� 成分への射影を表すことを示せ。特に、

dimV�

Z
G

��(x)��(gx
�1) dx = ��(g)

が成り立つ。したがって ��= dimV� は L(G)において、合成積に関してべき等元になる。
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Exercise 5.11 e 2 G を単位元として、Æe で Dirac のデルタ関数を表す。このとき、

Æe =
X

�2Irr(G)

dimV�� � ��

であることを示せ。例 5.5 と指標の直交関係より、このことから

CG '
X�

�

dim�� � �

であることが再確認される。

6 誘導表現と Frobenius の相互律

群の表現に対する操作として、様々なものを見てきた。復習しておくと、次のようなものが
あった。

部分表現、商表現、双対表現、テンソル積、Hom、直和

また、表現を構成する手段としては、

置換表現、(左)正則表現、テンソル積の分解

などが考えられる。この節では、その延長として、Gの部分群 H の表現から Gの表現を作
り出すこと、つまり表現の誘導を考えよう。誘導表現を代数的に手っ取り早く定義するには
群環を使うのがよい。

De�nition 6.1 (誘導表現・その 1) (�; U� )を H の表現とするとき、� の H から Gへの誘
導表現を、表現空間としては、

indG
H � = CG 
CH U�

と置き、表現の作用素としては CG への左からの積を考えることで定義する。

Example 6.2 (置換表現) X に Gが推移的に作用している場合を考える。このとき x 2 X
に対して、H = Gx (xにおける固定部分群)とおくと、G の CX への置換表現は

CX ' indG
H 1H

と同型である。ただし 1H は H の自明な表現を表す。特に CG 上の Gの左からの積で定義
される左正則表現は indG

feg1feg に等しい。
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Exercise 6.3 C [x1 ; : : : ; xn]を n 変数の多項式環とする。このとき k (1 � k � n)を固定し
て、xi1xi2 � � �xik (1 � i1 < i2 < � � � < ik � n) の形の単項式全体で生成される有限次元部分
空間をW で表すと、変数の置換による Sn の C [x1 ; : : : ; xn] への作用によって、W は不変
部分空間となる。このとき、

W ' indSn
Sk�Sn�k

1Sk�Sn�k

であることを示せ。W の Grassmann 多項式版を定式化して、それを誘導表現の形に表せ。

表現の既約分解は表現論において一番基本的な問題の一つである。誘導表現の既約分解
を与えるのが次の定理であるが、同時にこの定理は表現の誘導と制限が互いに双対な概念で
あることを示している。

Theorem 6.4 (Frobenius の相互律) 誘導表現は次のように分解する。

indG
H � '

X�

�2Irr(G)

HomH(�
?y
H
; �)
 V�

あるいはこれは次のように書き表してもよい。

HomG(�; ind
G
H�) ' HomH(�

?y
H
; �) (8� 2 Irr(G))

Remark 6.5 誘導表現や、表現の制限は G の表現の圏から H の表現の圏への関手と思う
ことができる。このように思うとき、定理の第 2式は、表現の誘導と制限が互いに随伴的に
なっていることを示している。

Proof.

HomG(�; ind
G
H�) =

�
V �
� 


�
CG 
CH U�

��G
=
X�

�2Irr(G)

(V �
� 
 V�)

G 

�
V �
� 
CH U�

�
= (V �

� 
 U� )
H = HomH(V�; U� )

Q.E.D.

Exercise 6.6 誘導表現と表現の制限を G の表現の圏から H の表現の圏への関手と思うと
き、表現間の準同型に対してどのように誘導や制限を定めたらよいか考えよ。

Exercise 6.7 (群環の既約分解と Frobenius の相互律) 本文では、G�Gの表現としての、
群環 CG の分解より Frobeniusの相互律を導いているが、逆に Frobeniusの相互律を仮定す
るならば、CG の分解が次のようにして得られる。つまりこの二つは同値な命題である。

(1) �G ,! G�G を対角埋め込みとし、�Gを G�G の部分群とみなす。このとき、次の
同型を示せ。

CG ' indG�G
�G 1�G
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(2) (V� 
 V �
� )

G は � 6' � ならゼロ、� = � なら C であること (Schur の補題)と Frobenius
の相互律を用いて CG を既約分解せよ。

群環の双対空間である関数空間 L(G) を用いて誘導表現を定義することもできる。この
二つの定義は Gが有限群でない場合には全く異なった結果を与えることになる。有限群以外
では、この関数空間を用いた定義の方が自然で、しかも関数空間を取り替えることにより、
様々なヴァリエーションを持つので便利である。

De�nition 6.8 (誘導表現・その 2) H の表現 (�; U� )に対して、L� (G) を

L� (G) = ff : G! U� j f(gh) = �(h)�1f(g) (h 2 H; g 2 G)g

で定める。この空間に G の表現を左正則移動 Lgf(x) = f(g�1x)で定めよう。この表現を �
の G への誘導表現と呼び、Ind G

H� で表す。

Lemma 6.9 indG
H� ' Ind G

H� が成り立つ。

Proof. T : L� (G)! CG 
CH U� を f 2 L� (G)に対して、

T (f) =

Z
G

g 
 f(g) dg 2 CG 
CH U�

と決めよう。これが intertwiner になることはすぐに確認できる。また S : CG 
CH U� !
L� (G) を

S(g 
 u)(x) =

Z
H

�(h)�1uÆgh(x) dh

で定義する。左辺が L� (G)に入っていることは容易に確かめることができ、これも intertwiner
になっている。(演習問題)

そこで、T と S が互に逆写像であることが確かめられれば、補題の主張どおり、二つの
表現は同型となる。実際それは次のように計算される。

S(T (f))(x) = S(

Z
G

g 
 f(g) dg)(x) =

Z
G

Z
H

�(h)�1f(g)Ægh(x) dhdg

=

Z
H

Z
G

f(gh)Ægh(x) dgdh =

Z
G

f(g)Æg(x)dg = f(x)

T (S(g 
 u)) = T (

Z
H

�(h)�1uÆgh dh) =

Z
G

x


Z
H

�(h)�1uÆgh(x) dhdx

=

Z
H

Z
G

xh�1 
 Æg(xh
�1)u dxdh =

Z
G

x
 Æg(x)u dx = g 
 u

Q.E.D.

Proof. (第二の抽象的な証明)
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L� (G) ' (L(G) 
 �)H (ただし、L(G) は右移動によって H 加群と思う) が容易にわか
る。ところが、L(G) ' CG であって、CG 
CH U� ' (CG 
 �)H だから、両者は明らかに
同型である。 Q.E.D.

もちろん第二の証明の方が簡明ではあるが、単に抽象的な同型がある、ということを述
べているだけであって、具体的な同型写像は与えられない。一方最初の方の証明では、具体
的な同型が積分作用素で与えられていることに注意したい。一方は議論を見通し良くし、他
方は具体的な計算や、あるいは有限群以外の群の表現の場合への拡張などに役に立つ。

Exercise 6.10 �1; �2 を G の既約表現とする。また H � G を部分群としよう。このとき、
次の同型を示せ。

HomG((Ind
G
H1)
 V�1; V�2) ' (V �

�1

 V�2)

H

De�nition 6.11 (誘導表現・その 3) ベクトル束の切断として実現する。本質的にはその 2
の定義と同じこと。余裕がないので省略する。

7 誘導表現と球関数

Gを有限群、H;K をそれぞれ Gの部分群としよう。さらに (�; U�); (�;W�)でそれぞれ H;K
の既約表現を表す。この節では、二つの誘導表現の間の intertwiner

T : Ind G
H� �! Ind G

K�

について調べてみよう。まずはこのような intertwiner を積分作用素の形で求めることから
話をはじめる。そこで、

� : g ! Hom(U;W )

を積分核として、f 2 Ind G
H� に対し、

T�(f)(g) =

Z
G

�(x�1g)f(x) dx (g 2 G) (7.1)

の形で、 intertwiner を求めることにする。しかし、同時にこの段階では、T� は 線型写像
T� : L(G;U) ! L(G;W ) を定めているに過ぎないことに注意しておく。ただし L(G;U) =
(G 上の U -値関数全体) などと書いた。

まず、T�(f) 2 Ind G
K � でなければならない。このための条件を調べよう。

Lemma 7.1 式 (7.1) で定義された積分作用素 T� : L(G;U) ! L(G;W ) の像が Ind G
K � に

属するための必要十分条件は、

�(gk) = �(k)�1�(g) (g 2 G; k 2 K) (7.2)

が成り立つことである。

26



Proof. k 2 K に対して、T�(f)(gk) = �(k)�1T�(f)(g)でなければならない。

(左辺) =

Z
G

�(x�1gk)f(x) dx

= (右辺) =

Z
G

�(k)�1�(x�1g)f(x) dx

これがすべての f 2 L(G;U) に対して成り立つから、(7.2)が従う。 Q.E.D.

次に、f 2 Ind G
H � ならば、f(gh) = �(h)�1f(g)を満たしているが、両者は g 2 Gの関数

として、同じものを表しているから、T� はこれらの関数に対して同じ像をとるべきである。

T�(f)(g) =

Z
G

�(x�1g)f(x) dx

=

Z
G

�((xh)�1g)f(xh) dx

=

Z
G

�(h�1x�1g)�(h)�1f(x) dx

これより、

�(h�1g) = �(g)�(h) (g 2 G; h 2 H) (7.3)

であるべきである8。

De�nition 7.2 (球関数) 条件 (7.2) 及び (7.3) を満たすような � の全体を H;K の表現に
関して同変な球関数と呼び、H(HnG=K; �; �) で表す。つまり

H(HnG=K; �; �) = f� : G! Hom(U�;W� ) j �(hgk) = �(k)�1�(g)�(h)�1g

である。特に �; � が自明な表現の時には、

H(HnG=K) = f� : G! C j �(hgk) = �(g)g

と書いて、単に球関数と呼ぶ。

以下 � には条件 (7.2) 及び (7.3) を課して考えることにしよう。

Theorem 7.3 H;K-同変な球関数 � 2 H(HnG=K; �; �)に対して、
T� 2 HomG(Ind

G
H�; Ind

G
K�) である。さらに、この対応は同型

T� : H(HnG=K; �; �)
�
�! HomG(Ind

G
H�; Ind

G
K�)

を与える。
8T� が intertwiner であるためには、この要請は必要無い。しかし、この要請をしなければ、� 6= �0 であ

るにもかかわらず T� = T�0 となる場合が生じてしまう。
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Proof. まず T� が intertwiner であることを示す。

T�(Lgf)(x) =

Z
G

�(y�1x)Lgf(y) dy

=

Z
G

�(y�1x)f(g�1y) dy

=

Z
G

�(y�1g�1x)f(y) dy = T�(f)(g
�1x) =

�
LgT�(f)

�
(x)

したがって、最初の主張は定理の直前の考察と合わせて証明された。

次に T� が同型であることを示そう。それには T� の逆写像 S を構成すればよい。そこ
で、まず u 2 U� に対して、Æu 2 Ind G

H� を次のように定義する。

Æu(g) =

8<
:

#G

#H
�(h)�1u g = h 2 H のとき

0 その他

さらに A 2 HomG(Ind
G
H�; Ind

G
K�) に対して、S(A) : G! Hom(U�;W�) を�

S(A)(g)
�
(u) = A(Æu)(g)

で定義する。このとき、容易に S(A) 2 H(HnG=K; �; �)であることが示せる。

Exercise 7.4 上記設定の下で、次のことを示せ。

(1) h 2 H に対して、Æ�(h)u = LhÆu が成り立つ。

(2) h 2 H; k 2 K に対して、S(A)(hgk) = �(k)�1S(A)(g)�(h)�1である。すなわち、S(A) 2
H(HnG=K; �; �)が成り立つ。

この S が T の逆になっていることを示そう。

まず S(T�) = � であること。�
S(T�)(g)

�
(u) =

�
T�(Æu)

�
(g)

=

Z
G

�(x�1g)Æu(x) dx

=

Z
H

�(h�1g)�(h)�1u dh = �(g)u

次に TS(A) = Aとなることを示そう。このためには、まず、Ind G
H� の (ベクトル空間として

の)生成系として、LyÆu (y 2 G=H; u 2 U�)の形のものが取れることに注意しよう。したがっ
て、TS(A)(LyÆu) = A(LyÆu)を示せば充分である。さらに、この両辺が intertwinerであるこ
とから、y = e として十分である。

TS(A)(Æu)(g) =

Z
G

S(A)(x�1g)Æu(x) dx

=

Z
H

S(A)(h�1g)�(h)�1u dh

=

Z
H

S(A)(g)u dh = S(A)(g)u = A(Æu)(g)
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Q.E.D.

Exercise 7.5 抽象的な形で、上の定理 7.3 を考えてみよう。Ind ではなく、ind で考える
ほうがこの場合わかりやすいので、そうすることにする。

(1) indG
H� = CG 
H U� であったことを思い出して、次の同型を示せ。ただし 
H は 
CH

を示すものとする。 �
(indG

H�)
� 
 (indG

K�)
�
G ' U�

� 
H CG 
K W�

(2) 上式右辺と球関数の空間が同型であることを示せ。

U�
� 
H CG 
K W� ' H(HnG=K; �; �)

(3) HomG(ind
G
H�; ind

G
K�) ' H(HnG=K; �; �) を結論せよ。

8 球関数の構成

この節では、具体的に H(HnG=K; �; �) の元をすべて構成することを考えよう。

まず G の (H;K)-両側分解を

G =
a

g2HnG=K

HgK

と書いておこう。このとき � 2 H(HnG=K; �; �)は、各 �
?y
HgK

を決めれば決まるが、さら
に (H;K)-同変性により Ag = �(g)を決めれば決まる。ここで Ag : U� ! W� であることに
注意しよう。

Lemma 8.1 両側剰余類 HgK 上の関数 � を、

�(hgk) = �(k�1)Ag�(h
�1)

で矛盾なく決定できることと、

Ag�(gkg
�1) = �(k)Ag (8k 2 g�1Hg \K) (8.1)

が成り立つこととは同値である。

Proof. 矛盾なく決まっていたとする。すると、

�(k)�1Ag�(gkg
�1) = �(gk�1g�1gk) = �(g) = Ag

だから、証明すべき関係式 (8.1)が成り立っている。

29



逆に、関係式 (8.1) の方が成り立っていたとしよう。h1gk1 = h2gk2 と二通りの表し方が
あったとして、この両者に対して � が同じ値を与えることを示せばよい。これを少し変形
すると、g�1h�12 h1g = k2k

�1
1 2 K だから、

Ag�(g(g
�1h�12 h1g)g

�1) = �(k2k
�1
1 )Ag; �(k2)

�1Ag�(h2)
�1 = �(k1)

�1Ag�(h1)
�1

となり、これは �が矛盾なく決定できることを示している。 Q.E.D.

いま、N = g�1Hg \K � K とおくと、これは K の部分群である。しかし、同時に N
を抽象的な群と考えると、H \ gKg�1 � H とも同型である。この同型を通して、(�; U�)を
N の表現と考え、それを �g であらわそう。つまり

�g(k) = �(gkg�1) (k 2 N = g�1Hg \K)

である。すると、上の補題の関係式 (8.1)は、Ag が �g と � の間の intertwinerになってい
ることを示している。したがって

f� 2 H(HnG=K; �; �) j supp� � HgKg ' HomN (�
g
?y
N
; �
?y
N
)

が成り立っている。以上をまとめて、

Theorem 8.2 球関数の空間は次の空間と同型である。

H(HnG=K; �; �) '
X�

g2HnG=K

Hom g�1Hg\K(�
g
?y
g�1Hg\K

; �
?y
g�1Hg\K

)

特に H = K が G の正規部分群のときを考えると、この場合には KgK = gK かつ
g�1Kg \K = K なので、上の定理より、

H(HnG=K; �; �) '
X�

g2G=K

HomK(�
g; �)

が成り立つ。

Corollary 8.3 K � G を正規部分群とし、� を K の既約表現とする。g 62 K に対して
� 6' � g が成り立っていることと、Ind G

K� が G の既約表現であることは同値である。

この系を標語的に言い換えると次のようになる。商群 G=Kが Irr(K)に � g(k) = �(gkg�1)
で作用している。このとき、� 2 Irr(K) を通る G=K-軌道が自由であることと、Ind G

K� が
既約であることは同値である。

Exercise 8.4 Ind G
H1が既約であることと、H = Gであることは同値であることを示せ。

Exercise 8.5 H;K � G を部分群とするとき、HomG(Ind
G
H1; Ind

G
K1) 6= 0 (常に)である。

また、HomG(Ind
G
H1; Ind

G
K1) ' C であることと、G = H �K であることとは同値である。

この二つを示せ。一般に G = H �K のとき、HomG(Ind
G
H�; Ind

G
K�)はどのように記述され

るだろうか?
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球関数と intertwiner の対応のうち非常に特殊なものを考えてみよう。いま、� 2
H(HnG=K; �; �) であって、supp� � H � K であるようなものを考えよう。� はこの場
合 �(e) = A : U� !W� によって決まる。ここで、上の考察により、

A 2 HomH\K(�
?y
H\K

; �
?y
H\K

) ' (U�
� 
W� )

H\K

であったことに注意しておく。

さて、� に対応する intertwiner T� : Ind G
H� ! Ind G

K� は

T�f(g) =

Z
G

�(x�1g)f(x) dx

=

Z
G

�(x)f(gx�1) dx (x�1g を改めて x と置いた)

=

Z
H�K

�(x)f(gx�1) dx (8.2)

ここで、� の同変性により、

�(hx)f(g(hx)�1) = �(x)�(h)�1f(gx�1h�1) = �(x)f(gx�1)

だから、上の積分は本質的には HnH �K ' H \KnK 上で行なえばよい。したがって、

(8.2) =
#K

#G �#H \K

Z
H\KnK

�(k)f(gk�1) dk

=
#K

#G �#H \K

Z
H\KnK

�(k)�1Af(gk�1) dk

=
#K

#G �#H \K

Z
K=H\K

�(k)Af(gk) dk

となる。ただし、積分は次の意味に解釈する。f(kn) = f(k) (n 2 N) となるような f に対
して、 Z

K=N

f(k) dk =
#N

#K

X
k2K=N

f(k) =

Z
K

f(k) dk

最初の定数倍は intertwiner としては別に影響がないから、まとめると次の定理を得る。

Theorem 8.6 A 2 HomH\K(�
?y
H\K

; �
?y
H\K

) ' (U�
� 
W� )

H\K に対して、次の積分作用素

TAf(g) =

Z
K=H\K

�(k)Af(gk) dk

は Ind G
H� から Ind G

K� への intertwiner を与える。この対応 A! TA は単射である。

Remark 8.7 積分作用素がいったん具体的に上のように与えられてしまえば、これが inter-
twinerであることを確認することは造作もないことである。したがって、これは G;H;K が
例えばリー群でも成り立つ (ただし積分の収束性は問題となる)。積分の収束性を考えるとき
には、積分する空間を比較的小さな空間 K=H \K に取る方が処理しやすい。このような積
分作用素の具体的な応用例が [16, Lecture 6, p. 129]にある。
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9 誘導表現と Hecke 環

De�nition 9.1 (Hecke 環) 球関数の空間 H = H(KnG=K) に、次のように合成積で積を
定義する。

� Æ �(g) =

Z
G

�(x�1g)�(x) dx (�; � 2 H)

� Æ � 2 H であることは容易に確認できる。H を(岩堀) Hecke 環と呼ぶ。

Theorem 9.2 Hecke 環 H = H(KnG=K) と intertwiner のなす環 HomG(Ind
G
K1; Ind

G
K1)

は同型である。

Proof. ベクトル空間としての同型はすでに証明されている。後は、この同型が積を保つこ
とを言えばよいが、そもそも T�(f) = � Æ f が合成積で定義されているから、これは単に合
成積の結合法則を主張しているに過ぎない。念のため、等式による確認を行なっておこう。

T�
�
T�(f)

�
(g) =

Z
G

�(x�1g)T�(f)(x) dx

=

Z
G

�(x�1g)

Z
G

�(y�1x)f(y) dy dx

=

Z
G

�Z
G

�(x�1g)�(y�1x) dx
�
f(y) dy

=

Z
G

�Z
G

�(x�1y�1g)�(x) dx
�
f(y) dy

=

Z
G

� Æ �(y�1g)f(y) dy = T�Æ�(f)(g)

Q.E.D.

Exercise 9.3 � を K の有限次元既約表現として、H� = H(KnG=K; �; �) とおく。

(1) H� には上と全く同様にして合成積による積が定義できることを示せ。

(2) 次の環としての同型が存在することを示せ。

H� ' HomG(Ind
G
K�; Ind

G
K�)

Hecke 環の表現論への応用9として、 Gelfand 対あるいは球部分群を考えよう。

De�nition 9.4 (Gelfand 対) Gとその部分群 K の組 (G;K)が Gelfand 対であるとは、
両側 K-不変球関数の空間が合成積に関して可換環になるときに言う。つまり、 Hecke 環
H = H(KnG=K)が可換であるとき、Gelfand 対と呼ぶのである。

9表現論の Hecke 環への応用?
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定理 9.2 によって、(G;K) が Gelfand 対であることと、HomG(Ind
G
K1; Ind

G
K1) が可換

であることは同値である。

Theorem 9.5 (G;K) が Gelfand 対であるための必要十分条件は、Ind G
K1 を G の表現と

して分解したとき、各既約成分の重複度が 1 (以下)であることである。

Proof. � = Ind G
K1 のある既約成分が重複度 2 以上を持てば、その自己 intertwiners のな

す環は非可換となる。したがって、HomG(�; �) = Hが可換であれば、各既約成分の重複度
は 1 以下である。

一方、もし各既約成分の重複度が 1 以下ならば、自己 intertwiners はすべて互いに可換
である。実際それは Schur の補題より従う。 Q.E.D.

定理に現れるような、重複度が 1 以下という表現は重要であって、比較的よく現れる。
そこでこのような表現に名前を付けておこう。

De�nition 9.6 (重複度自由) G の表現 (�; U�) を既約成分に分解したとき、その既約成分
の重複度が 1 (以下)であるならば、� は重複度自由であると言われる。

Example 9.7 L(G) = CG = indG�G
�G 1 は、G � G の表現と考えるならば、重複度自由で

ある。

定理 9.5 の証明で示したことを一般的な形でまとめておこう。

Lemma 9.8 � を G の表現とするとき、�が重複度自由であることと、HomG(�; �)が可換
であることは同値である。

Frobenius の相互律と上の定理 9.5 を合わせて考えると、ただちに次の系を得る。

Corollary 9.9 (G;K) が Gelfand 対であるための必要十分条件は、任意の G の既約表現
V� に対して、その K-不変元 V K

� の次元が 1 以下であることである。

De�nition 9.10 (球部分群) K を G の部分群とする。任意の G の既約表現 V� に対して、
dimV K

� � 1 となるとき、K を G の球部分群と呼ぶ。Frobenius の相互律により、これは
Ind G

K1が重複度自由であることと同値である。

つまり上の系は、(G;K) が Gelfand 対であることと、K が球部分群であることが同値
であることを示している。

10 誘導表現の指標

この節では、誘導表現の指標を求めよう。Gが有限群なので、具体的に基底を取って表現の
作用素 (左正則表現)の traceを求めることもそう難しくはないが、ここでは別のアプローチ
を試みる。

33



まず � = Ind G
H� と書いておこう。すると Frobenius の相互律によって、

��(g) =
X

�2Irr(G)

dim(V �
� 
 �)H��(g)

=
X
�

Z
H

�G� (h
�1)�H� (h) dh �

G
� (g)

=

Z
H

X
�

�G� (g)�
G
� (h

�1)�H� (h) dh

ここで、
P

� �
G
� (g)�

G
� (h

�1) = �(L�R;CG)(g; h)だから、

=

Z
H

�(L�R;CG)(g; h)�
H
� (h) dh

となっている。ここで例 5.6 を思い出すと、

�(L�R;CG)(g; h) =

�
#ZG(g) g � h : 共役のとき
0 g 6� h : 共役でないとき

だから、上の計算結果と合わせて、

��(g) =

(
0 g 62

S
x2G xHx

�1

(�) g = x9h0x
�1 のとき

である。ここで (�) は上記積分の値を意味する。指標は類関数だから、結局この式より、
g = h0 2 H の場合に ��(h0)が分かればよい。上記計算により、

��(h0) =

Z
H

�(L�R;CG)(h0; h)�
H
� (h) dh

=
1

#H
#ZG(h0)

X
x2G=ZG(h0)

xh0x�12H

�H� (xh0x
�1)

=
1

#H

X
x2G

xh0x�12H

�H� (xh0x
�1)

=
#ZG(h0)

#H

X
h2Oh0\H

�H� (h)

となる。ここで O h0 = Ad (G) � h0 は h0 を通る G 軌道、つまり h0 の G 共役類全体を表
わす。

以上をまとめておこう。
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Theorem 10.1 (誘導表現の指標) G の部分群 H の表現 � に対して、その指標を �H� と書
いておく。このとき誘導表現 � = Ind G

H� の指標は

��(g) =

Z
H

�(L�R;CG)(g; h)�
H
� (h) dh

で与えられる。この値は g 62
S

x2G xHx
�1 ならゼロであって、さらに、g = h0 2 H での

値は、

��(h0) =
1

#H

X
x2G

xh0x�12H

�H� (xh0x
�1) =

#ZG(h0)

#H

X
h2Oh0 \H

�H� (h)

で与えられる。
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Part III

一般線型群の表現

11 一般線型群の有理表現

この節では、一般線型群 G = GL(n; C ) の局所有限な有理表現について考えることにする。

G 上の (代数的な)正則関数のなす環を C [G] で表す。これは有限群では L(G) と書いて
いたものに相当するが、ここでは群環が登場しないので、群環の記号 CG と紛れることはな
いだろう。GL(n; C ) を n � n の行列群として表すとき、その (i; j) 行列成分を取り出す関
数を xi;j と書く10。すると、C [G] = C [xi;j ; det�1] である。ただしこの式の右辺は、括弧の
中の関数で生成される多項式環を表している。また、もちろん det は行列式 (を正則関数と
思ったもの)であり、これは G 上でゼロにならないので、det�1 が意味を持つ。

De�nition 11.1 (局所有限性・有理性) (�; V ) を G の表現とする。このとき、

(1) 8v 2 V に対して、dimh�(G) � vi <1が成り立つならば、(�; V )を局所有限という。こ
こで、h�(G) � viは �(G)v で生成されたベクトル空間を表わす11。

(2) V �を V の代数的な双対空間としよう。このとき、8v� 2 V �; 8v 2 V に対して、hv�; �(g)vi
が G 上の正則関数になるとき、つまり、hv�; �(g)vi 2 C [G] であるとき、(�; V ) を G の有
理表現と呼ぶ。

以下 G = GL(n; C ) の表現を考えるときには、(特に断らない限り)常に局所有限な有理表
現を考えることにする。局所有限な表現が既約ならば、それは明らかに有限次元表現である。

Remark 11.2 局所有限な表現の直和、テンソル積、部分表現、商表現は局所有限である。
しかし、双対表現は局所有限とは限らない。同様に、(局所有限な)有理表現の直和、テンソ
ル積、部分表現、商表現は有理的であるが、双対表現はやはり有理的とは限らない。

以下で、G の表現の完全可約性が本質的な役割を果たす。G の有限次元有理表現が完全
可約であることはよく知られているが、証明はあまり易しくないのでここではこれを認める
ことにする12。ここでは、有限次元の場合に完全可約性を認めたうえで、局所有限な有理表
現の完全可約性を証明する。しかしこれも面白いとはとても言えないから、結果を認めて先
に進むのがよかろう。

10しばしば (i; j) 要素そのものも xi;j と書く。これは相当混乱した使い方になってしまうので注意を要する
が、非常に便利なのでやめられない (笑)。

11双対空間との pairing も同じ記号で表わしたので、少々紛わしいが、ご勘弁願いたい
12ただし、n = 1 のとき、つまり G = C� の時にはあとで証明の方針を述べ、演習問題とする。群論の方か

らの証明としては、コンパクトな実形 U(n) (ユニタリ群) を考え、その上の不変積分を用いて、有限群の場合
と同様にして証明する方法がよく知られている。代数的に証明するには、リー環の表現に帰着して、カシミー
ル作用素を用いる方法がある ([12, x6.3])。別のアプローチとして、[31] も参照するとよい。
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Lemma 11.3 G の局所有限な有理表現 (�;W ) は完全可約である。さらに、次の同型が成
り立つ。

W '
X�

�2Irr(G)

HomG(V�;W )
 V� (11.1)

Proof. W 自身が既約なら、何も証明することはないから、既約でないとして、ゼロで
はない不変部分空間 U $ W を勝手に取る。このとき、不変部分空間 9U 0 6= 0 であって、
U � U 0 � W となるようなものが存在することをまず示そう。

実際、v 62 U を取ると、v の生成する不変部分空間 hG � viは有限次元である。したがっ
て、既約分解を持つ (ここで、有限次元の場合の完全可約性を使った)。各既約成分と、U と
の共通部分は、それ自身かゼロである。しかし、そのすべてが U に含まれていることはな
いから、ある既約成分 U 0 であって、U \ U 0 = 0となるものが存在する。これが望むもので
ある。

さて、このような不変部分空間 U 0 の全体は、包含関係に関して空でない帰納的順序集合
を為す。実際、fU 0

�g�2A を全順序部分集合とするとき、U
0
A =

S
�2A U

0
� とおけば、これが上

界を与えることはすぐにわかる。したがって、Zorn の補題から、このような部分空間の中
に極大なものが存在する。それを U 0

max とおこう。

ここで U � U 0
max $ W なら、上の議論から、さらに U 0

max を大きく取ることができるの
で、W = U � U 0

max でなければならない。以上で W が完全可約であることがわかった。

次に (11.1) を示そう。T :
P�

�2Irr(G) HomG(V�;W ) 
 V� ! W を、単項のテンソル積
に対して T ('
 v) = '(v)で定義し、これを線型に拡張しよう。もちろん T は intertwiner
である。このとき、W が有限次元であれば、証明は定理 3.8 と全く同様にできることに注
意しよう。また一般の (無限次元の) W に対しても、T の全射性は同じように証明できる。
そこで、以下 T の単射性を示そう。

T (f) = 0 とする。f より生成された部分空間 U = hG � fi を考えると、これは明らかに
有限次元である。したがって、T を U に制限して考えると、これは W が有限次元の場合の
証明から、単射になる。したがって f = 0 であることがわかる。 Q.E.D.

Example 11.4 (1) C [G] = C [xi;j ; det�1] は局所有限かつ有理的な表現である。このとき、
G�G の表現として、

C [G] '
X�

�2Irr(G)

V �
� � V� (11.2)

が成り立つ。また、V� の基底を fv1; : : : ; vd�g (d� = dimV�)、その双対基底を fv�1; : : : ; v
�
d�
g

とすると、�; i; j を動かしたとき、行列要素 hv�i ; �(g)vji が C [G] の基底をなすことがわか
る。証明は有限群の場合 (定理 4.9)と全く同様なので省略する。

(2) Mn =Mn(C ) を n� n の正方行列の全体とする。S(Mn) を Mn の元から生成される対
称代数とすると、S(Mn) = C [M �

n ] = C [Ei;j ] である。ここで Ei;j は行列単位を表す。G は
Mn に自然に左右からのかけ算で働く。したがって、S(Mn) は G�G の表現である。
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このときには hv�; gvi 2 C [xi;j ] となるので、このような表現を多項式表現と呼ぶ。多項
式表現はもちろん有理表現である。この場合、局所有限性も明らかで、G �G の表現とし
ての既約分解は

S(Mn) '
X�

�2Irr(G)pol

V� � V �
� (11.3)

ただし、Irr(G)pol は既約多項式表現の同値類を表す13。

(3) G = GL(n; C ) の V = C n への通常の行列としての作用を考えると、これは既約多項式
表現である。さらに Sk(V ) = (対称代数 S(V ) の k 次斉次部分) とおき、これを k 次対称
テンソル積表現と呼ぶ。Sk(V ) も G の既約多項式表現である。

Proof. 後にもっと一般的な主張の証明を行なうが、この場合は議論が簡単で、理解の助
けにもなるだろう。
ゼロでない f 2 Sk(V ) を取り、それを次のように書き表しておく。

f =
X
j�j=k

c�v
�; � = (�1; : : : ; �n) 2 Zn

�0; c� 2 C ; v�
put
= v�11 � � � v�nn

T を G の対角行列全体のなす部分群 (カルタン部分群と呼ばれる)として、t = diag (t1;
: : : ; tn) 2 T をとる。すると、その定義より、

�(t)f =
X
j�j=k

c�t
�v�

だが、tは自由なので、8c�v� 2 h�(G)fi put= U であることがわかる (演習 11.5 参照)。した
がって c� 6= 0 ならば、v� 2 U である。次に、ui;j = 1n + sEi;j 2 G とおくと (Ei;j は行列
単位)、

�(ui;j)v
� =

�jX
l=0

�
�j
l

�
slv�+l"i;j 2 U; "i;j = (0; : : : ;

i
^
1 ; : : : ;

j
^�1; : : : ; 0)

であって、s 2 C は任意だから、v�+l"i;j 2 U (0 � 8l � �j) である (再び演習 11.5 参照)。
これを i; j を変えて何度か繰り返せば、8v� 2 U となり、U = Sk(V )がわかる。つまり任
意のゼロでない不変部分空間は全体に一致するから、Sk(V )は既約表現。 Q.E.D.

Exercise 11.5 W をベクトル空間で、U をその部分空間、vl 2 W (0 � l � �) とする。こ
のとき、8s 2 C に対して、P�

l=0 s
lvl 2 U ならば、vl 2 U (8l) であることを示せ。

Exercise 11.6 C � 上で定義された、複素解析関数の全体には GL(1; C ) = C � が自然に左
移動で作用する。具体的に書くと、Ltf(z) = f(t�1z)である。この表現は、局所有限ではな
いことを示せ。

13G�G のうち、第二成分の G については、表現は多項式表現ではなく、有理表現である。こちらも多項
式表現にしたい場合には、g 2 G の右からの作用を Xtg (X 2 Mn) と定義すればよい。実際、後の節ではそ
のように考える。
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12 最高ウェイト表現

この節では G = GL(n; C ) の有限次元の有理既約表現を分類する。各既約表現は最高ウェイ
トによってパラメータ付されることを示すのが目標である。

De�nition 12.1 (ボレル部分群) T を Gの対角行列全体のなす部分群、U を対角成分がす
べて 1であって、しかも上半三角行列になっているようなもの全体のなす部分群とする。こ
のとき B = T n U = (上半三角行列全体) を G のボレル部分群、T をカルタン部分群と呼
ぶ14。

Lemma 12.2 T ' (C �)n をカルタン部分群 (あるいは単に n 次元複素トーラス群)とす
る。

(1) T の有限次元表現は完全可約である。(従って、局所有限表現も完全可約)

(2) T の有限次元既約有理表現は一次元であって、� = (�1; : : : ; �n) 2 Zn に対して、

T 3 t 7�! t� = t�11 � � � t�nn 2 C �

で与えられる。

Proof. C � 第 i 成分���! T �! GL(W ) を考えれば、T = C � つまり n = 1 の場合に示せば十分
であることが分かる。

まず、T = C � の既約表現を考えよう。T は可換なので、Schur の補題により、それは一
次元表現である。f : T ! C � = GL(1; C ) を表現の作用素とすると、有理表現であるから、
x 2 C � = T に対して、f(z) 2 C [z; z�1 ]である。複素平面において、内部に原点を含み、原
点のまわりを正の方向に一周するような閉曲線を C とすると、m 2 Zに対して、

Z
C

z�mf(z)dz =
�

0 f 6' �m
1 f ' �m

が成り立つ。ただし �m(z) = zm と書いた。もし f 6' �m (8m 2 Z)なら、
Z
C

z�mf(z)dz = 0 (8m 2 Z)

だが、これは f(z) = 0 を意味し、表現の作用素であったことに矛盾する。したがって、
f(z) = zm = �m(z) (9m) である。

完全可約性については演習問題 12.3 を参照のこと。 Q.E.D.

Exercise 12.3 T = C � の有限次元有理表現 (�;W ) の完全可約性を次のようにして証明せ
よ。�(z)を行列表示すると、各成分は z のローラン多項式になっている。C を複素平面にお

14ボレル部分群は極大な可解部分群、カルタン部分群は極大な複素トーラスのことを言う。したがって、こ
の他にも多数のボレル部分群、カルタン部分群が存在するが、それらはすべて G の随伴作用で共役となる。こ
れについては例えば、[1], [13] 参照。
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いて、内部に原点を含み、原点のまわりを正の方向に一周するような閉曲線として、m 2 Z
に対して、

Pm =

Z
C

z�m�(z)dz

とおく。

(1) PlPm = Æl;mPm であることを示せ。つまり fPmg は直交射影の族である。
(2)

P
m Pm = idW であることを示せ。

(3) Wm = PmW とおくと、W =
P�

mWm であって、�(z)
?y
Wm

= zm idWm
となることを

示せ。すなわちこれが W の既約分解を与え、既約表現の和として表わせるから W は完全
可約である。

(�; V )を G = GL(n; C ) の表現とすると、上の補題によって、T への制限は 完全可約で
ある。

De�nition 12.4 (ウェイト分解) (�; V ) を G = GL(n; C ) の表現とする。� 2 Z
n に対し

て、部分空間 V� = fv 2 V j �(t)v = t�vgがゼロでなければ、�を V のウェイト、V� をウェ
イト空間と呼ぶ15。この空間は T の表現として V を既約分解したときの、表現 t� に属する
成分のなす部分空間にすぎない。したがって、

V =
X�

�2Zn
V�; V� = fv 2 V j �(t)v = t�vg

であるが、これを V のウェイト空間分解、あるいは略してウェイト分解と呼ぶ。

V のウェイトの全体を wt(V ) と書いておこう。Zn に辞書式順序を入れ、wt(V ) の中
で最大のものを � としよう。これを V の最高ウェイトと呼ぶ。またゼロでない v� 2 V� を
ひとつ取り、これを最高ウェイトベクトルと呼ぶ。

最高ウェイトの満たすべき条件を求めることと、既約表現そのものが最高ウェイトによっ
て決まることを示すことがこれからの目標となる。その過程で明らかになるが、(�; V )が既
約表現ならば、最高ウェイトベクトルは定数倍を除いて一意的に決まる。(�; V )は以下既約
とし、今は定数倍を除く一意性は証明されていないが、とにかくゼロでない最高ウェイトベ
クトルを一つ取り、それを v� 2 V� で表わしておこう。

Lemma 12.5 最高ウェイトベクトルは U 不変元である。したがって、V� � V U が成り立つ。

Proof. u 2 U に対して、�(u)v� をウェイト分解し、

�(u)v� =
X
�

w� (w� 2 V�)

15V� = 0 の時にも便宜的に � をウェイトということもままある。状況によって、判断されたい。
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と書いておこう。この両辺に t 2 T を作用させると、

tuv� = (tut�1)tv� = t�(tut�1)v� =
X
�

t�w�

が成り立っている。したがって、

(tut�1)v� =
X

�2wt(V )

t���w� (12.1)

である。ここで、うまく s 2 T を選んで、t = s�m; m!1 とすれば、

tut�1 ! 1n かつ �� � < 0) t��� ! +1

となるようにできる (演習問題 12.6参照)。したがって、(12.1)の両辺を比較すれば、w� 6= 0
ならば、� � � でなければならない。しかし � は最高ウェイトだったので、これは � = �
しか起り得ない。このときは、m ! 1 とした式 (12.1) の両辺は v� = w� となり、結局、
uv� = w� = v� であったことが分かる。 Q.E.D.

Exercise 12.6 s = (s1; : : : ; sn) 2 (R�)n � (C �)n とする。

(1) s1 > s2 > � � � > sn > 0 ならば、任意の u 2 U に対して、Ad (s�m)u = s�musm !
1n (m!1)が成り立つことを示せ。ただし 1n は単位行列を表わす。

(2) Z
n の有限部分集合 N � Z

nが与えられたとき、s1 > s2 > � � � > sn > 0かつ、� 2 N に
対して、� > 0 (辞書式順序) ならば、s�m� ! 0 (m!1)が成り立つように s を選べるこ
とを示せ。

Lemma 12.7 V の U 不変元全体は、最高ウェイト � のウェイト空間に一致する。つまり
V U = V� である。

Proof. U� を下半三角行列で、対角線がすべて 1 であるような行列全体のなす部分群と
する。また U+ = U; B� = T n U� と書く。このとき U�TU+ = B�B+ � Gは G の中で、
開かつ稠密になる (下記演習問題 12.9 参照)。

さて、V U は T で不変だから、T の作用でウェイト分解できる。そこで、v� 2 V U をウェ
イトベクトルとしよう。このとき、

u�tu+v� = t�u�v� (u� 2 U�; t 2 T )

であることと、U�TU+ � Gが稠密であることから、9u�1 ; : : : ; u�k 2 U� が存在して、任意
のウェイトベクトル v� は

v� =
kX
i=1

ciu
�
i v� (ci 2 C )
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と表される。そこで、両辺に t 2 T を作用させて、
t�v� =

X
i

ci(tu
�
i t
�1)t�v�;

t���v� =
X
i

ci(tu
�
i t
�1)v� (12.2)

ここで、s 2 T を適当にとって、t = sm; m!1 とすれば、
tu�i t

�1 ! 1n かつ � � � > 0) t��� ! +1
となるようにできる (演習 12.6参照16)。したがって、式 (12.2)の両辺を比較して、��� � 0
でなければいけないことがわかる。特に � = � を最高ウェイトに取れば、� � �であるが、
これが成り立つのは � = � の時に限る。 Q.E.D.

次に最高ウェイトベクトルが本質的に一意であることを示そう。

Lemma 12.8 � を最高ウェイトとすると、dimV� = 1である。つまり最高ウェイトベクト
ルは定数倍を除いて一意的。

Proof. V にウェイトベクトルからなる基底を取り、V � にはその双対基底を取ろう。いま、
v� $ v� 2 V � を対応する基底とすれば、v� はウェイト �� のウェイトベクトルである。実
際、基底の一つ v� を任意にとると

h��(t)v�; v�i = hv�; �(t)�1v�i = t��hv�; v�i =
�

0 v� 6= v� のとき
t�� v� = v� のとき

= ht��v�; v�i

だから、 ��(t)v� = t��v� が成り立つ。

そこで、最高ウェイトベクトル v� に対応する双対基底の元を v��� 2 V �
�� と書こう。�は

最高ウェイトだから、��は V � の最低ウェイトである。したがって、補題 12.7と同様にし
て、v��� 2 (V �)U

� であることがわかる。

このとき、f(g) = hv���; �(g)v�i とおくと、f(g) は、左 U� 不変、かつ右 U+ 不変であ
る。実際、

f(u�gu+) = hv���; �(u�gu+)v�i = h��(u�)�1v���; �(g)�(u
+)v�i = hv���; �(g)v�i = f(g)

となる。したがって、t 2 T に対して、
f(u�tu+) = f(t) = hv���; tv�i = t�hv���; v�i = t�

f は G 上の有理関数だから、稠密開集合 U�TU+ � G 上の値で決まる。したがって、こ
のような f はただ一つである。一方、V � 
 V 3 v� 
 v ! hv�; gvi 2 C [G] は中への埋め
こみだったから、このような v��� 
 v� も本質的に一つしかないことがわかる。したがって
dimV� = 1である。 Q.E.D.

16演習では U = U+ についてしか述べられていないが、U� に対しても同様の主張が成り立つ。
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Exercise 12.9 g 2 G = GL(n; C ) に対して、最初の k 行、k 列をとって作った小行列式を
k 次主対角小行列式と呼び、�k(g)で表す。このとき、下半三角行列 b� と上半三角行列 b+

を取って、g = b�b+ (9b� 2 B�) と表わせることと、�k(g) 6= 0 (8k = 1; 2; : : : ; n)であるこ
とは同値である。これを証明せよ17。このことから、B�B+ = U�TU+ � Gが開かつ稠密な
部分集合であることを結論せよ。

[ヒント : 行列のサイズに関する帰納法を用いよ。下半三角行列と上半三角行列を (n�1)�1
にブロック分けして、実際に計算してみるとよい。]

これで、既約表現に対して最高ウェイト �を対応させることができたが、上の補題の証
明から、逆に最高ウェイトが既約表現を決めてしまうことも分かる。それは、最高ウェイト
が決まると、行列要素としての G 上の関数 f(u�tu+) = t� が決まり、そのような関数は、
既約表現と一対一に対応していることからわかる (式 (11.1) 参照)。

あとは、最高ウェイトになるためにはどのような条件を満たすべきかを調べることだけ
が残っている。簡単に分かることとして、まず次の補題を示そう。

Lemma 12.10 � = (�1; : : : ; �n) 2 Zn を既約表現 (�; V ) のウェイトとすると、各成分を置
換したもの (��(1); : : : ; ��(n)) (� 2 Sn) もまた V のウェイトである。つまり wt(V )には各
成分の置換として自然に対称群 Sn が作用する。

Proof. w を各行各列に一つづつ 1があり、残りは全てゼロであるような n� n 行列とし
よう。このような行列は置換行列と呼ばれる (演習 2.7 参照) 。このとき、t 2 T に対して、
wtw�1 2 T は、t の各成分を適当に置換したものになっている。しかも、成分の任意の置換
がこのようにして引き起こされる (下記演習 12.12 参照)。

さて、�w(g) = �(wgw�1) とおくと、これは � と同型な表現である。�を � のウェイト、
v� をウェイトベクトルとすると、

�w(t)v� = �(wtw�1)v� = (wtw�1)�v� = tw
�1�v� (t 2 T )

であるから、w�1� = (� を置換 w�1 によって並べ替えたもの) は、�w ' � のウェイトにな
ることが分かる。 Q.E.D.

Corollary 12.11 � = (�1; : : : ; �n) 2 Znを既約表現 (�; V )の最高ウェイトとすると、�1 �
�2 � � � � � �n が成り立つ。

Proof. �が最高ウェイトだとすると、その成分を並べ替えたものはまた V のウェイトであ
る。�はそのどれよりも大でなければならないから、各成分は上の不等式を満たす。Q.E.D.

Exercise 12.12 W で置換行列の全体を表わす。

(1) W � NG(T )であることを示せ。ただし、NG(T )は Gにおける T の正規化部分群を表
わす。つまり w 2 W に対して、wtw�1 2 T (8t 2 T )が成り立つ。さらにこの作用は t の
成分の間の置換を引き起こすことを確認せよ。
17本質的にはこれはガウスの消去法である。対応する分解 g = b�b+ をガウス分解と呼ぶこともある。
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(2) ZG(T ) = T であることを示せ。ここに ZG(T )は T の中心化部分群を表わす。

(3) NG(T ) = W n T であることを示せ。したがって、W ' NG(T )=T である。一般にカル
タン部分群に対して NG(T )=T で定義された有限群を (G; T ) のワイル群と呼ぶ。

(4) G の元で、相異なる固有値を持つもの全体を G0 で表わし、T 0 = G0 \ T と書く。� :
G�T 0 ! G0 を �(g; t) = gtg�1 で定めよう。このとき、�は全射であり、各点のファイバー
は gNG(T ) の形に書けていることを示せ。

(5) ~� : G=T � T 0 ! G0 を ~�(gT; t) = �(g; t)で定めるとこれは矛盾なく定義できており、G0

の、被覆群を W とする被覆写像になることを示せ。

さて、後は上の条件を満たす � 2 Zn がすべて最高ウェイトとして実現できることを示
せば、既約表現と最高ウェイトとの対応が完全に分かったことになる。このことは後でより
深く考えるが、今は次のことにだけ注意しよう。

Lemma 12.13 �k(g) を k 次の主小行列式としよう。このとき、

f�(g) =
nY

k=1

�k(g)
�i��i+1 (ただし �n+1 = 0 とおく) (12.3)

とおけば、f�(u�tu+) = t� (u� 2 U�; t 2 T ) を満たす。f� 2 C [xi;j ; det�1] (正則関数) とな
るのは �1 � �2 � � � � � �n の場合である。また、これが C [xi;j ]に属する (多項式になる)の
は、これに加えて、�n � 0 の時である。

この補題の証明は、具体的に計算してみれば分かるので、省略する (線型代数のちょうど
よい演習問題である)。

補題で与えられた関数 f�から生成された表現を考え、それを既約分解すると (実はそれ自
身既約なのであるが)、その既約分解には、最高ウェイト �の表現が現れなければならない。

以上をまとめておく。

Theorem 12.14 G = GL(n; C ) の有限次元、既約有理表現 (�; V )に対して、カルタン部分
群 T への制限を分解して得られたウェイトの全体を wt(V ) � Zn とし、辞書式順序に関す
る wt(V ) の最大元を � 2 Zn と書く (最高ウェイト)。また、ウェイト � のウェイト空間を
V� で表わす。

(1) V� = V U (U 不変元の空間) であって、dimV� = 1が成り立つ。

(2) � = (�1; : : : ; �n) は �1 � �2 � � � � � �n を満たす。また V が多項式表現であるための
必用十分条件は �n � 0 となることである。

(3) 逆に � = (�1; : : : ; �n)が条件 �1 � �2 � � � � � �n を満たせば、�はある既約有理表現の
最高ウェイトである。この条件を満たすようなウエイト � 2 Zn を優ウェイトという。

(4) f� を式 (12.3)で与えるとき、G�G の表現として、C [G] において f� が生成する表現
は V �

� V と同型である。
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以下、最高ウェイト � の G = GL(n; C ) の表現を (�(�); V (�)) = (� (n)(�); V (n)(�))で表
わすことにする。(この書き方はあまり標準的でないかも?) また P+ � Zn で優ウェイト全
体 (あるいは最高ウェイトの全体)をあらわそう。

Corollary 12.15 (�(�); V (�)) を最高ウェイトが � の既約表現とする。

(1) 双対表現 (�(�)�; V (�)�) の最高ウェイトは �w0� で与えられる。ここに w0 は置換�
1 2 � � � n� 1 n
n n� 1 � � � 2 1

�
を表す18。あるいは、�(�)の最低ウェイトは w0�であることに

注意すると、(�(�)�; V (�)�) の最低ウェイトは �� であると言ってもよい。記号で書くと、
�(�)� ' �(�w0�)である。

(2) 表現空間は V (�) そのままにして、�(�)(tg�1) で表現の作用素を決めると、これは双対
表現 (�(�)�; V (�)�) と同型である。

Proof. 最初の主張は既に補題 12.8 の証明中で示されている。

第二の主張は、�(�)(tt�1)v� = t��v� となり、ウェイトの分布が �wt(V (�))となること
に注意する。これより、最高ウェイトが �w0�であることがわかる。 Q.E.D.

13 誘導表現と Borel-Weil の定理

この節では、G = GL(n; C ) の場合に誘導表現を定義して、Frobenius の相互律を証明しよ
う。その応用として、Borel-Weilの定理を示す。

De�nition 13.1 (誘導表現) G = GL(n; C ) の部分 (代数)群 K � Gとその有限次元 (有理)
表現 (�;W ) を考える。このとき、

Ind G
K � = ff : G!W jhw�; f(g)i 2 C [G] (w� 2 W );

f(gk) = �(k)�1f(g) (g 2 G; k 2 K)g
とおき、これを (�;W )から (代数的に)誘導された表現と呼ぶ。表現の作用素は、左移動で
与える。Ind G

K(�;W ) = L(G�K �) = C [G] 
K � などとも書く。

この定義は要するに、

Ind G
K(�;W ) = (C [G] 
W )K (K 不変元全体)

と置くということに他ならない。ただし、K の C [G] への作用は右移動で与える。実際、X
f(gk)
 �(k)w =

X
f(g)
 w (8g 2 G)

()
X

f(g0)
 �(k)w =
X

f(g0k�1)
 w (8g0 2 G)
だから、これは明らかであろう。表現の分解などを考えるときにはこちらの定式化の方が都
合がよいこともあるので、こちらの形でもしばしば利用する。

18しばしば、ワイル群の最長元と呼ばれる元である。今は、ワイル群がちょうど対称群になっている。
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Example 13.2 K � Gを部分代数群とする。すると、G=Kは準射影多様体になる19が、G=K
上の正則関数環を C [G=K] で表す。このとき、G同変な代数としての同型 C [G=K] ' C [G]K

が成り立つ。K の自明な表現からの誘導表現を考えると、

Ind G
K 1 = C [G]K ' C [G=K]

が成り立っている。

Theorem 13.3 (Frobenius の相互律) (�;W )を部分群 K � Gの有限次元表現、(�; V )を
G の有限次元表現とする。このとき、

HomG(�; Ind
G
K �) ' HomK(�

?y
K
; �)

が成り立つ。

Proof. G の表現は完全可約であるから、� を既約としてよい。すると

HomG(�; Ind
G
K �) ' (V �

� 
 (C [G] 
W )K)G

'
X�

�2Irr(G)

(V �
� 
 V�)G 
 (V �

� 
W )K

' (V �
� 
W )K ' HomK(V�;W )

Q.E.D.

Frobenius の相互律と、最高ウェイトによる表現の分類を組み合わせると次の結果を得
る。B = T n U は上半三角行列全体のなすボレル部分群であったことに注意しよう。

Corollary 13.4 Gの G=U への左からの作用は重複度自由である。さらに、もっと詳しく、
次の同型が成り立つ。

Ind G
U 1 ' C [G=U ] '

X�

�2P+

�(�)

等質空間 G=U は準アフィン多様体 (つまりアフィン多様体の開部分多様体)だが、その
正則関数環上には G のすべての既約表現がちょうど一つづつ実現できるのである! Gelfand
はこのような空間 C [G=U ] を表現のモデルと呼んでいる。

では、一つ一つの表現を抽出するにはどうしたらよいだろうか? 次にそれを考えてみる。
� 2 Znに対して、C � で B = T nU の一次元既約表現 b� = t� (b = tu 2 T �U)を表わそう。
つまり

B
projection������! B=U = T

t�����! C
�

19K が reductive なら G=K はアフィン代数多様体になる。また、K が Grosshans 部分群であれば、G=K
は準アフィン多様体 (アフィン多様体の開部分多様体)になることが知られている。U � G は Grosshans 部分
群である。
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を続けて行なったものである。この表現 C � の誘導表現について述べたものが次に挙げる
Borel-Weilの定理である20。

Corollary 13.5 (Borel-Weil) 最高ウェイト � の既約表現 �(�) は

�(�) ' Ind G
B C w0� (� 2 P+)

と表される。ここに w0は置換
�
1 2 � � � n� 1 n
n n� 1 � � � 2 1

�
を表す。�w0� 2 P+であって、こ

れは �(�)�の最高ウェイトになっていることに注意せよ。また、�� 62 P+なら、Ind G
B C � = 0

である。

Proof. 誘導表現の定義により、

Ind G
B C � = (C [G] 
 C �)

B =
X�

�2P+

�(�)� 
 (�(�)
 C �)
B

だが、

(�(�))
 C �)
B = ((�(�)
 C �)

U)T = (C � 
 C �)
T =

�
C � = ��
0 � 6= ��

であるから、�� 62 P+ なら Ind G
B C � = 0である。また �� = � 2 P+ なら、上の計算から、

Ind G
B C �� = �(�)� = �(�w0�)

ここで、� の代わりに �w0� を考えれば、最初の主張が得られる。 Q.E.D.

Exercise 13.6 G=B は旗多様体と呼ばれ、射影多様体である。G=Bがコンパクトであるこ
とを以下のようにして示せ。

K = U(n) (ユニタリ群)とおく21。このとき、G = K � B が成り立つ。また、K \ B =
fdiag (ei�1 ; ei�2; : : : ; ei�n) j �i 2 Rg = T はコンパクト・トーラスだから、G=B ' K=Tであっ
て、したがって、G=B はコンパクトである。

14 双対性

この節では GL(n; C ) の代わりに GLn などと書くことにする。

20ここでは Borel-Weilの定理を純粋に代数的に述べてあるのでここまで簡単になっている。実際このような
形で Borel-Weil の定理を述べることに疑問をいだく方がいるかもしれないが、ご勘弁願いたい。

21U(n) は GL(n; C ) の極大コンパクト部分群である。
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14.1 GLn �GLm 双対

Mn;m = Mn;m(C ) を n �m の複素行列全体として、Mn;m への、群 G = GLn � GLm の作
用を

(g; g0) �X = tg�1Xg0�1
((g; g0) 2 GLn �GLm = G ; X 2Mn;m)

で定義する。このとき、多項式環 C [Mn;m ] = C [xi;j ] には左右の移動で G が働いているが、
この作用は局所有限かつ有理的である。したがって、C [Mn;m ] は G の表現として既約分解
できる。

Theorem 14.1 (GLn �GLm 双対定理) n � m として、Pn = f� 2 Zn j �1 � �2 � � � � �
�n � 0g と置く。� 2 Pn は第 (n+ 1) 成分以降にゼロを付け加えて、� 2 Pm とも思うこと
にする。このとき、C [Mn;m ] は G = GLn �GLm の表現として次のように既約分解する。

C [Mn;m ] '
X�

�2Pn
� (n)(�)� � (m)(�)

したがって、Mn;m 上の G の作用は重複度自由である。

Proof. n = m の場合にはすでにこの既約分解は得られていることに注意しておく (式
(11.3)を参照)。ここでは、最高ウェイトを用いた証明を与えるが、その考え方は既出である
から、証明はとばしてもよかろう。

GLn のボレル部分群を B�
n = TnnU

�
n などと、下付き添え字に nをつけて表すことにし

よう。最高ウェイトの理論を認めると、結局 C [Mn;m ]に含まれる、U+
n � U+

m 不変元をすべ
て求め、その Tn � Tm ウェイト (これが最高ウェイトになる)をすべて決定すればよい。そ
こで、f(X) 2 C [Mn;m ] を U+

n � U+
m 不変なウェイトベクトルとしよう。

すると、u 2 U+
n ; u

0 2 U+
m に対して、f(X) = L(u;u0)f(X) = f(tuXu0) であるが、

U�n (Tn 0n;m�n )U
+
m = U�n Tn( 1n 0n;m�n )U

+
m

= U�n ( 1n 0n;m�n )TmU
+
m �Mn;m :開かつ稠密

であること (演習 12.9 参照)に注意すれば、結局 f は f((t 0n;m�n)) (t 2 Tn)の値で完全に決
まることになる。ところが、f はウェイトベクトルなので、そのウェイトを (�; �)とすれば、

f((t 0n;m�n)) = f(t(1n 0n�m)) = t��f((1n 0n�m))

= f((1n 0n�m) � diag (t; 1m�n)) = t��f((1n 0n�m))

である。したがって、� = � でなければならない。またこれらは最高ウェイトであること、
C [Mm;n ] には多項式表現しか現れないこと (もっと直接に、ウェイトはすべて非負整数しか
取り得ないことがすぐに示せるが)、を考え合わせると、f のウェイトは (�; �) (� 2 Pn)で
なければならないことがわかる。また、これによって関数 f は完全に決定されてしまうの
で、このような最高ウェイトを持つベクトルは定数倍を除いて一意的である (つまり対応す
る既約表現の重複度は 1 である)ことが容易にわかる。
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一方、k 次主小行列式から式 (12.3)のようにして構成した f は明らかにこの最高ウェイ
トを持つから、最高ウェイト (�; �) (� 2 Pn) を持つ既約表現はすべて現れる。以上で定理
は証明された。 Q.E.D.

Exercise 14.2 C [Mn;m ] '
P�

� �
(n)(�) � � (m)(�) の分解において、既約成分 � (n)(�) �

� (m)(�)は、斉次 j�j 次式の空間に実現されていることを示せ。ここに j�j =Pi �i は �のサ
イズと呼ばれる。したがって、k 次斉次式全体の空間を C [Mn;m ]k と書くと、

C [Mn;m ]k '
X�

�2Pn; j�j=k
� (n)(�)� � (m)(�)

である。[ヒント : 
 = diag (z; : : : ; z) = z1n 2 T の作用を考えよ。
 の固有値 zk の空間が、
ちょうど斉次 k 次式の空間にあたる。]

定理 14.1 はあまりに特殊な場合なので、応用が効かないと考えるかもしれないが、そ
れは大きな間違いである。実際、これは群上の正則関数環の分解をいくぶん拡張した格好に
なっており、GLn の表現の情報はほとんどここに含まれていると考えてさしつかえない。非
常にたくさんの応用が考えられるが、ほんの少しだけ紹介してみよう。

まずテンソル積の分岐律に関して考えてみる。それには、m = k + l (k; l � n) と分解し
ておき、C m = C

k � C
l であることを利用する。このとき、

Mn;m =Mn;k+l 'Mn;k �Mn;l

だから、

C [Mn;m ] ' C [Mn;k �Mn;l] ' C [Mn;k ]
 C [Mn;l ]

である。もちろん、上の定理によって

(左辺) =
X�

�2Pn
� (n)(�)� � (m)(�) (14.1)

であるが、一方

(右辺) =
� X�

�2Pn
� (n)(�)� � (k)(�)

�


� X�

�2Pn
� (n)(�)� � (l)(�)

�

=
X�

�;�2Pn

�
� (n)(�)
 � (n)(�)�� �� (k)(�)� � (l)(�)

�
(14.2)

となっている。最後の式に現れるテンソル積を既約分解しておく。

� (n)(�)
 � (n)(�) '
X�

�2P+

c �
�; � �

(n)(�)
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既約分解に現れる重複度 c �
�; � を通常分岐係数と呼び (その意味は以下ではっきりする)、特

に G = GLn の場合には、Littlewood-Richardson 係数と呼ぶ。この分解式を (14.2)に代
入すると、

(14.2) =
X�

�2P+

� (n)(�)�
� X�

�;�2Pn
c �
�; � �

(k)(�)� � (l)(�)
�

であって、これは左辺の分解 (14.1)に一致するはずである。したがって、� (n)(�) の相方を
それぞれ比較して、

� (m)(�)
?y
GLk�GLl '

X�

�;�2Pn
c �
�; � �

(k)(�)� � (l)(�) (m = k + l)

が得られる。つまり、既約表現の部分群への制限則と、テンソル積の分解公式が互いに関係
しあっている! これを定理の形にまとめておこう。

Theorem 14.3 k; l � nと仮定する。�; � 2 Pn に対して、GLn の既約表現 � (n)(�); � (n)(�)
のテンソル積の分解を

� (n)(�)
 � (n)(�) '
X�

�2P+

c �
�; � �

(n)(�)

と表しておく。� 2 Pn に対して、GLk+l の既約表現 � (k+l)(�) を GLk �GLl に制限したと
きの既約分解は、次のように与えられる。

� (k+l)(�)
?y
GLk�GLl '

X�

�;�2Pn
c �
�; � �

(k)(�)� � (l)(�)

つまり、次の等式が成り立つ。

[� (n)(�)
 � (n)(�) : � (n)(�)] = [� (k+l)(�)
?y
GLk�GLl : �

(k)(�)� � (l)(�)]

14.2 不変式

次に不変式論への応用を考えてみよう。まず、ほとんど明らかな次の事実から始めよう。

Theorem 14.4 Mn;n に G = GLn の随伴作用を考える。つまり、Ad (g)X = gXg�1 (g 2
G;X 2Mn;n) である。

(1) z を不定元として、行列式

det(X � z1n) =
nX

k=0

ak(X)zk; ak(X) 2 C [Mn;n ]

を考えると、fa0(X) = det(X); a1(X); : : : ; an�1(X) = (�1)n�1 trace (X)gはすべて G 不変
な多項式で、しかも代数的に独立である。
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(2) C [Mn;n ] における G の不変式は fa0; : : : ; an�1g の n 個の元で生成された多項式環に同
型である。

Proof. 明らかに det(X�z1n)は G不変式なので、各係数はもちろん G不変式である。こ
れらが代数的に独立であることは、例えば対角行列上に制限してみれば、ak(diag (t1; : : : ; tn))
は k 次の基本対称式になることと、基本対称式の代数的独立性からわかる。

さて、G 不変式がこれらの元の多項式で表されることを示そう。それにはまず、Mn;n に
G�G を (g; g0) �X = gX(g0)�1 と作用させて、G�G の表現としての分解を考えよう。す
ると、定理 14.1により、

C [Mn;n ] '
X�

�2Pn
�(�)� � �(�)

であることがわかる。このとき、随伴作用は G ' �G � G�Gを対角埋め込みとするとき、
この対角的に埋め込まれた G の作用に他ならない。したがって、

C [Mn;n ]
�G '

X�

�2Pn
(�(�)� 
 �(�))G

である。Schur の補題により、(� � 
 �)G ' C であるから、結局 G 不変元は、各 � 2 Pn に
ついて一次元づつ存在することがわかる。

すでに、次数が 1; 2; : : : ; n の代数的に独立な不変元が存在することがわかっており、そ
れらは不変元全体の中の部分環を生成するが、k 次斉次式における両者の次元を比較すると、
この二つは一致しなければならないことがわかる (演習 14.2 と演習 14.5 参照)。 Q.E.D.

上の証明で現れた一次元の不変式の空間 (�(�)� 
 �(�))G は、もちろん ��(g) =
trace �(�)(g) つまり表現の指標の定数倍になっていることに注意しておく。

Exercise 14.5 次数が 1; 2; : : : ; n の代数的に独立な不変元が生成する多項式環の k 次斉次
な成分の次元は、ちょうどサイズが k であるような � 2 Pn の個数と一致することを示せ。
Exercise 14.6 (Chevalley の定理) C [Mn;n ]

AdG を対角行列全体のなす部分空間 Dn =
fX 2 Mn;n j X は対角行列 g に制限すると、それは C [Dn ] への単射であって、その像は
対称式全体である。つまり、次の同型が制限写像によって引き起こされる。

C [Mn;n ]
AdGLn ��! C [Dn ]

Sn

Exercise 14.7 X 2 Mn;n に対して、X が巾零行列であることと、f(X) = f(0) (8f 2
C [Mn;n ]

AdGLn) であることとは同値である。これを示せ。

巾零行列の G = GLn 共役類は、ジョルダン標準形の理論によって完全に記述され、そ
れは n の分割と一対一に対応している。上にあげた事実は、不変式が G 軌道を必ずしも分
離するわけではないことを教えてくれる。

Theorem 14.8 Mn;n への左からの掛け算によって、SLn = SL(n; C ) が作用しているとき、
C [Mn;n ]

SLn = C [det] である。
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Proof. 定理 14.1によって、G = GLnとおくと、Gの左右からの掛け算によって、C [Mn;n ] 'P�
� �(�)

�
��(�)�と分解している。このとき、�(�)�

?y
SLn
� 1SLn であることと、ある k � 0

に対して、�(�)� ' det�k と表されることとは同値である。さらにこれは � = (k; k; : : : ; k)
であることと同値であり、この � に対して、�(�)�

?y
SLn

= 1SLn である。以上から、定理は
明らかだろう。 Q.E.D.

Exercise 14.9 C [Mn;n ]
SLn = C [det] であることを直接証明してみよ。また、軌道空間

SLnnMn;n はどのように記述できるだろうか? [ヒント : GLnnMn;n を先に考えた方が有
益かも知れない。これは、開かつ稠密な軌道を持つ (概均質ベクトル空間)が、軌道の個数は
無限であるような例になっている。]

不変式論への応用の最後の話題として、GLn の作用に関する不変式論の基本定理を示
そう。

Theorem 14.10 (不変式論の基本定理) V = C n に対して、W = V �k� (V �)�l とおく。す
ると、G = GLn 不変式の全体 C [W ]G は、kl 個の二次式で代数として生成される。さらに、
2d 次の不変式の全体は、GLk �GLl の表現として、次のように既約分解する。

C [W ]GLn2d '
X�

�2PN ; j�j=d
� (k)(�)� � (l)(�) (N = minfn; k; lg) (14.3)

Proof. まず V �k = V 
 C
k =Mn;k であることに注意しよう。したがって、

C [W ] ' C [Mn;k �M�
n;l] ' C [Mn;k ]
 C [M �

n;l ]

' � X�

�2Pmin(n;k)

� (n)(�)� � � (k)(�)
�
 � X�

�2Pmin(n;l)

� (n)(�)� � (l)(�)
�

であるが、これの G = GLn 不変元を取れば、

C [W ]G '
X�

�;�

�
� (n)(�)� 
 � (n)(�)�G � �� (k)(�)� � (l)(�)

�

'
X�

�=�

� (k)(�)� � (l)(�)

'
X�

�2PN
� (k)(�)� � (l)(�) (14.4)

である。この過程でどう次数が変化するかを追跡すれば、定理の主張 (14.3) を得る。

さて、あとは不変式環の生成元に関する主張を示せばよい。そのために、具体的に不変
元を構成してしまおう。Mn;k 3 A と M�

n;l = Ml;n 3 B の積 BA を考えると、G の作用は、
(Bg�1)(gA) = BA だから、BA 2 Ml;k の (i; j) 成分を取り出す関数 wi;j は G 不変な二次
式である。一方、これらの関数を用いて、k 次主小行列式を定義し、最高ウェイトベクトル
を (12.3) 式と全く同じように決めれば、それが GLk �GLl の最高ウェイトベクトルを与え
る。問題はこれがゼロではないという事実を証明することにあるが、N 次主小行列式までが
ゼロでない関数を与えることは容易にわかる22。このようにして、結局 wi;j が不変式環を生

22逆に N + 1 次以上の主行列式が消えてしまうことは、(14.4) 式よりわかる。
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成していることが結論づけられる。 Q.E.D.

Exercise 14.11 G = GLn とし、V = C
n に対して、W = V �k � (V �)�l とおく。

(1) k; l � n ならば、不変式環 C [W ]G の生成元である kl 個の二次式 wi;j は代数的に独立
で、C [W ]G ' C [Mk;l ] であることを示せ。

(2) 一般に、0 � r � min(k; l) に対して、M[k;l;r] = fX 2 Mk;l j rankX � rg を 行列
式多様体(determinantal variety) と呼ぶ23。 N = minfk; l; ng とおく。すると、C [W ]G =
C [M[k;l;N ]] = C [Mk;l ]=IN+1 が成り立つことを示せ。ただし Ir は r 次小行列式全体から生成
されたイデアルを表す。

14.3 GLn �Sn 双対 (Schur 双対)

この節では、一般線型群の表現を用いて対称群の表現を分類する。

抽象的には有限群の表現は非常に見通しがよい。例えば、その既約表現の個数は、共役
類の個数と一致しており、原則的には正則表現を既約分解すれば全ての表現を得ることがで
きる。また誘導表現の既約性も部分群の表現の問題に帰着するし、指標の直交関係を使って
指標を求めることが容易な場合もある。しかし、そのような一般的な知識や事実とは裏腹
に、個別の有限群の表現を扱うことは (その分類でさえ)、けっして容易ではない。例えば、
Deligne や Lusztig という天才をもってして、はじめて有限 Chevalley 群の表現の分類と既
約指標が 1980年代に分類され、さらに既約指標表の作成に向けてのプログラムが提示され
るところまでやってっきたのである24。これは Frobeniusや Schurが SL2(Fq )の表現を扱っ
た時から数えて 80年、Greenによって GL(Fq ) の指標が決定されてからでも 30年を経過し
ている。あるいは、別の例ではあるが、モンスター群の表現 (その群の構成でさえも)を考え
てみてもその大変さは理解できるだろう25。しかし幸いにして、対称群の場合にはその表現
論は比較的簡単であり、古く、Frobeniusや Schurによって既約表現の分類が完成していた。

まず、いくつかの観察から話を始めることにしよう。V = C
n を n次元のベクトル空間と

する。我々の目標は、テンソル積 V 
n = V 
 � � � 
 V (n 個)に座標の置換として対称群 Sn

を働かせ、その表現を分解することによって、全ての表現を分類しようというものである。

Lemma 14.12 V �n = V �� � ��V 'Mn;nを V の n個の直和とする。このとき、自然な GLn
同変な埋め込み� : V 
n ,! S(V �n) ' S(Mn;n)があり、その像は、Im � = (S(Mn;n)
det�1)T

として特徴づけられる。ただし、Mn;n には GLn�GLn が (g; g0) �X = gX tg0 で働いている
とし、T = f1ng � T と同一視する (つまり T は右からの掛け算で働く)。

Proof. V の基底を fe1; : : : ; engとするとき、�(ei1 
 ei2 
 � � � 
 ein) = Ei1;1 �Ei2;2 � � �Ein;n

と決めればよい。ただし Ei;j 2 Mn;n は行列単位で、S(Mn;n) における積を � で現した。こ
23「行列式多様体」というのは筆者の造語である。まだ、よい訳語が無いようである。
24対応する代数群の中心が連結な場合に最後の止めを刺したのが、庄司俊明氏の 1995年の論文であること

は、我々の喜びとするところである。なお、同論文の B. Srinivasanによるレビュー [MR95k:20069]や、庄司
氏自身による解説 [22] は概観に役に立つだろう。

25モンスターの登場が 1973 年、そして 194個という驚くべき少ない数の既約指標が分類されたのが 1981年
以降のようである。
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れが左からの掛け算による GLn の作用に関して同変であること、また、Im �に関する主張
はほぼ明らかだろう。 Q.E.D.

Sn のテンソル積における成分の置換はこの場合次のように解釈できる。まず � 2 Sn に
対応する置換行列を w(�)と書くと、その随伴作用は T を保つ。したがって、T 不変元の空
間に作用する。このようにして Sn の作用が (S(Mn;n) 
 det�1)T に構成できる。これが結
局テンソル積の成分の入れ替えと一致すること (つまり � が Sn 同変でもあること)は計算
してみれば分かる。

この補題から、GLn �Sn の表現として、

V 
n ' (S(Mn;n)
 det�1)T

'
�� X�

�2Pn
�(�)� �(�)

�
 det�1
�
T

'
X�

�

�(�)� (�(�)
 det�1)T

であることがわかる。次のことに注意しよう。

Lemma 14.13 最高ウェイト � 2 Pn をもつ GLn の表現 �(�)に対して、�(�)
 det�1 が、
自明でない T 不変元を持つための必用条件は j�j = n であることである。

Remark 14.14 この後の証明から分かるように、これは必用十分条件である。

Proof. t = z � 1n の作用を考えると、�(�)(t) = zj�j であって、また t を det�1 に作用さ
せると zndet�1 になることがわかる。このことから、j�j = n でなければならない。Q.E.D.

以上より、次の同型が分かった。

V 
n '
X�

j�j=n
�(�)� (�(�)
 det�1)T

これは左からの GLn の掛け算による作用の既約分解となっていることに注目しよう。また、
各 (�(�)
 det�1)T は Sn の作用に関して不変部分空間となっている。目標はこれが Sn の
既約表現になっていることを示すことであるが、それには次の補題を示せば十分である。

Lemma 14.15 V 
n の GLn �Sn の作用に関する自己準同型 (self-intertwiner) の次元は、
n の分割数 p(n)に等しい。

Proof. p(n) = #f� 2 Pn j j�j = ng であることに注意すると、
(V 
n 
 (V 
n)�)GLn�Sn ' �((V 
 V �)
n)Sn

�GLn
' Sn(V 
 V �)GLn '

X�

j�j=n

�
�(�)
 �(�)��GLn

'
X�

j�j=n
C = C

p(n)
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Q.E.D.

Corollary 14.16 j�j = n ならば、(�(�) 
 det�1)T はすべて Sn の既約表現で、しかもゼ
ロではない。

一方、V 
n 3 e1
 � � �
 en を通る Sn 軌道はちょうど Sn と同型で、したがって、Sn の
正則表現を含んでいる。だから、f(�(�) 
 det�1)T j j�j = ng は Sn の既約表現を網羅して
いなければならない。ところが、p(n)は Sn の共役類の個数であり、それはまた既約表現の
総数でもある。したがって、f(�(�) 
 det�1)T j j�j = ng は Sn の既約表現の同値類の代表
系になっている。

以上をまとめると次の定理を得る。

Theorem 14.17 (Schur の双対律) Sn の既約表現 (�(�)
 det�1)T を �(�) で表わす。す
ると、Irr(Sn) = f�(�) j j�j = ng であって、しかも

V 
n '
X�

j�j=n
�(�)� �(�)

が成り立つ。さらに HomGLn(V

n; V 
n) ' CSn であり、また

HomSn(V

n; V 
n) '

X�

j�j=n
�(�)� 
 �(�)

は GLn の表現の作用素で生成される EndV 
n の部分環である。

Proof. 証明されていないのは、最後の二つの主張であるが、例えば一つ目の主張は

HomGLn(V

n; V 
n) ' ((V 
n)� 
 V 
n)GLn

'
X�

�;�

(�(�)� 
 �(�))GLn � (�(�)� 
 �(�))

'
X�

�

�(�)� 
 �(�) ' CSn

と計算できる。二つ目の方も同様である。 Q.E.D.

Example 14.18 (1) Sn の自明な表現は � = (n; 0; : : : ; 0) に対応している。実際、ペアに
なっている GLn の表現は Sn(V ) (n 次対称テンソル積の空間) 上の既約表現であるが、そ
の最高ウェイトは � = (n; 0; : : : ; 0)であって、最高ウェイトベクトルは en1 である。これに
ついては 例 11.4(3)を参照せよ。

(2) Sn の符号表現は � = (1; 1; : : : ; 1)に対応している。このとき、対応する GLn の表現は
外積

Vn V 上の表現になるが、これは明らかに det 表現である。その最高ウェイトはちょ
うど � = (1; 1; : : : ; 1)である。このようにして行列式と対称群の符号表現は互いに相手を規
定していて、線型代数学において行列式は対称群の符号表現を用いて導入されるのが普通で
ある。
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例であげた二つの一次元表現以外では、対称群の既約表現のパラメータ付を知ることは
それほどやさしくない。興味を持った読者は例えば [2] などを見てみられるとよいだろう。

Exercise 14.19 GLn の最高ウェイト � = (n � 1; 1; 0; : : : ; 0) を持つ既約表現 �(�) に対応
する、Sn の既約表現 �(�)は、 f1; 2; : : : ; ng 上の置換表現の自明な表現による商表現に一
致することを示せ (演習問題 2.7 参照)。特にそれは n� 1 次元の表現である。

[ヒント : �(�) は最高ウェイトベクトル �2(X) � xn�2
1;1 で生成される。このときウェイトが

(1; 1; : : : ; 1)であるようなウェイト空間は次の形のもので生成される。

x1;1x2;1 � � �xi�1;1

���� xi;1 xi;2
xi+1;1 xi+1;2

���� xi+2;1 � � �xn;1

一方、V = C n の基底を fe1; : : : ; eng と書くと、置換表現を自明な表現で割った商空間は基
底 fei � ei+1 j 1 � i < ng を持っている。この基底を上の関数に対応させることで同型が得
られる。]

Exercise 14.20 n をいくつかの自然数の和に書き表すことを考える。適当に和の順序を入
れ替えると

n = �1 + �2 + � � �+ �k (�1 � �2 � �k � 1)

のようにできる。これを n の分割と呼ぶ。さらに �k+1 = � � � = �n = 0 と置くことにより、
このような分割の仕方は f� 2 Pn j j�j = ng と一対一に対応することが分かる。このとき、
分割の総数 p(n) の母関数が次のように与えられることを示せ。

1Y
i=1

1

(1� ti) =
1X
n=0

p(n)tn
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Part IV

直交群

15 対称行列の空間

この節では、直交群が一般線型群の球部分群であることを示そう。つまり �(�) を GLn の
既約表現とするとき、On = O(n; C ) の自明な表現の �(�)

?y
On
における重複度は 1 以下であ

る。あるいはそれは、Frobeniusの相互律によって Ind GLn
On

1On
が重複度自由に分解すること

と同値であった。

われわれはまず、複素対称行列の全体

Symn = Symn(C ) = fX 2Mn;n j tX = Xg

を考えることからはじめよう。この空間には GLn が g �X = gX tg (g 2 GLn; X 2 Symn)と
いう形で作用している。

Theorem 15.1 (対称行列の軌道分解) Symn の部分集合 O r を次のように定義する。

O r = fX 2 Symn j rankX = rg (0 � r � n)

このとき、O r は diag (1r; 0n�r) を通る GLn 軌道であり、対称行列全体の空間は

Symn =
na
r=0

O r

と軌道分解する。また、各軌道の閉包はO r =
`r

k=0 O k で与えられる。(このようなとき、閉
包関係は線型であるという。)

Proof. O r がただ一つの GLn 軌道になることさえ示せば、後はやさしい。対称行列は二次
形式と一対一に対応しており、任意の (複素数体上の)二次形式は標準形として x21 + � � �+ x2r
を持つ (例えば、[25, x1.4]を参照せよ)。このことから、軌道が階数によって分類されること
が分かる。 Q.E.D.

Exercise 15.2 X 2 Symn に対して、�k(X) 6= 0 (1 � k � n) であることと、ある t 2
T; u 2 U� が存在して、X = uttu と表わされることは同値である。これを証明せよ。

[ヒント : 演習問題 12.9 参照。]

さて、Symn の対称代数 S(Symn) (あるいは同じことだが、多項式環 C [Sym�
n])上の GLn

の表現を考えてみよう。これは次のように既約分解できることが分かる。
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Theorem 15.3 V = C
n とし、GLn の表現として Symn ' S2(V ) (二次の対称テンソル積

表現) とみなすことにする。このとき、S(Symn) は GLn の表現として次のように重複度自
由に既約分解される。

S(Symn) '
X�

�2Pn
�(2�)

ただし 2� = (2�1; : : : ; 2�n)である。

Proof. S(Symn) の中の最高ウェイト表現をすべて決定すればよい。C [Sym
�
n] を考えた方

が都合がよいのでそうする。Sym�
n は、ものとしては Symn と同じであるが、GLn の作用が

g �X = tg�1Xg�1 で与えられていることに注意しよう。

いま f 2 C [Sym�
n]が最高ウェイトベクトルなら、f は稠密開集合 Sym0

n = fX 2 Symn j
�k(X) 6= 0 (1 � k � n)g 上の値で決まってしまう。ところが上の演習問題より、X 2 Sym0

n

は X = uttu と分解されている。したがって、f(X) = f(uttu) = Ltuf(t) = f(t) であって、
結局対角成分上の値で決まる。ところが、s 2 T は Lsf(t) = f(tsts) = f(s2t) と作用するこ
と、f は多項式であることを考え合わせると、そのウェイトは 2� の形をしていなければな
らない。

逆に最高ウェイトが 2�の最高ウェイトベクトルが存在することは、補題 12.13とまった
く同様にして示される。 Q.E.D.

さて、O n � Symn を考えよう。この軌道は O n = fX 2 Symn j detX 6= 0g と書いても
よいことに注意する26。この軌道は 1n を通る GLn 軌道で、1n における固定部分群は直交
群 On そのものである。したがって、O n ' GLn=On が成り立っている。このことから、

C [O n ] ' C [GLn=On] ' Ind GLn
On

1On

が成り立っている。以上の注意のもとに、定理 15.3 の証明とまったく同様にして、次の定
理を示すことができる。

Theorem 15.4 P+ で優ウェイトの全体を表わす。このとき、次の同型が成り立つ。

C [GLn=On] ' Ind GLn
On

1On '
X�

�2P+

�(2�)

したがって、On は GLn の球部分群である。

Proof. 定理 15.3の証明において f を多項式としたが、それを (多項式)=detk の形を許し
て考えればよいだけである。 Q.E.D.

26つまり Symn の detによる局所化である。従って、アフィン代数多様体であって、その関数環は C [O n ] =
C [xi;j ; det

�1] で与えられる。ただし、xi;j = xj;i と取り決めておこう。
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Corollary 15.5 次の同型が成り立つ。

C [Mn;n ]
On ' C [Symn]

このことから、Symn 'Mn;n==On と表わして、Symn を Mn;n の On によるアフィン幾何学
商と呼ぶ。

Remark 15.6 アフィン幾何学商写像 �は�(A) = AtAで与えられる。これは左 GLn 同変
であって、右からは On で不変な写像である。

Exercise 15.7 各 O r に対してその固定部分群を求めよ。G = GLn とし、x 2 O r における
固定部分群を Gx とすれば、dimO r = dimG=Gx = dimG� dimGx であることが分かって
いる。これを用いて、 dimO r を計算せよ。

Exercise 15.8 C [O r ] を GLn の表現として既約分解してみよ。

[ヒント : O r は Symn のアフィン閉部分多様体であるから、GLn 同変な全射 (制限写像)
C [Symn] ! C [O r ] が存在する。したがって、その既約成分は �(2�) の形をしている。あと
は、この全射の核を求めればよい。]

16 調和関数

V ' C n には直交群 Onが自然に作用している。V の標準基底を例の如く fe1; : : : ; engと書き、
i 番目の成分を取り出す関数を xi で表す。このとき、V 上の多項式環 C [V ] = C [x1 ; : : : ; xn]
には左正則表現として On が作用している。よく知られているようにこのときの不変式は \
長さ関数" r2 = x21 + � � �+ x2n で生成される一変数多項式環 C [r2 ]に等しい。これをまず確認
しておこう。

Lemma 16.1 V = C n とする。上の設定の下に C [V ]On = C [r2 ] (r2 = x21 + � � �+ x2n)が成り
立つ。

Proof. GLn をやはり V に行列の積として自然に働かせる。すると、V = Mn;1 なので、
すでに見たように

C [V ] '
X�

�2P1
�(�)� (� = (�1; 0; : : : ; 0)であることに注意)

と分解していた。さらに、�(�)�
?y
On
において On 不変元は 1次元以下であり、ちょうど 1次

元となるのは � = 2�と書けるとき、つまり、�が偶分割であるときである。また、�(�)� の
元の多項式としての次数は j�j であったことを考え合わせると、C [V ]On は、偶数次の斉次
式の空間にちょうど一次元づつ分布していることがわかる。

ところが、すでに C [r2 ] � C [V ]On は明白であり、これらは偶数次の空間にちょうど一次
元づつあるのだから、不変元はこれですべてである。 Q.E.D.
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ここでの議論は本来ポアンカレ級数を用いたほうがすっきりするのだが、それはまた後
ほど導入することとする。

さて、On の V における自明でない軌道は、

O � = fv 2 V j r2(v) = �g (� 6= 0); O null = fv 2 V j v 6= 0; r2(v) = 0g;

でパラメータづけされている。 複素数の空間で考えているため、� は任意の複素数であっ
て、� 6= 0なら、それらの軌道は本質的にすべて同じ (代数多様体として同型 =C )で、アフィ
ン閉部分多様体あることに注意しよう。N = O null [ f0g は零化錐 (null cone) と呼ばれ27、
ちょうど基本不変式の零点になっている。したがって、零化錐そのものはアフィン閉部分多
様体だが、それは二つの軌道に分かれる。一つは自明な軌道で閉であり、もう一方は閉では
なく準アフィン多様体でしかない (n � 3)。

これらの軌道上に関数を制限するとどうなるかを少し考えてみよう。まず、少し特別で
はあるが、零化錐 N 上の関数環の構造を明らかにする。

零化錐においては r2 = 0となって、On 不変式の部分は (定数項を除いて)消滅してしま
う。さて、k 次斉次式の全体 C [V ]k は GLn の既約表現になっていたが、r2 によるかけ算
写像

�r2 : C [V ]k�2
r2 による積�������! C [V ]k

は On 同変である。しかし、零化錐上では �r2 の像は消滅してしまう! そこで �(k) =
�((k; 0; : : : ; 0))を GLn の C [V ]k 上の既約表現とすれば、自然に Onの商表現 �(k)

?y
On
=�(k�

2)
?y
On
が考えられる。この商表現を �(k)で表すことにしよう。

Theorem 16.2 � = @(r2)でラプラス作用素を表す。f 2 C [V ]が �f = 0を満たすなら、f
は調和多項式と呼ばれる。調和多項式の全体を Hで表そう。すると、次の同型が成り立つ。

C [V ] ' H
 C [V ]On = H
 C [r2 ]; C [N] ' H (On 加群としての同型)

調和多項式の空間は On の表現として次のように重複度自由に既約分解する。

H '
1X�

k=0

�(k); �(k) = �(k)
?y
On
=�(k � 2)

?y
On

ただし、�(k)は上で定義した On の表現であって、すべての k � 0について既約である28。

Proof. 証明は少し長い。

27零化錐という言葉は筆者の造語であり、この講義でのみ使われる。まだよい訳語が定着していないようで
ある。

28実は適当に正ルート系を指定すれば、�(k) は最高ウェイト (k; 0; : : : ; 0) (長さは [n=2]) の On の既約表現
であることがわかる。しかし、この講義では On の最高ウェイトの理論をやっているヒマが無い (しかも非連
結!) ので、この注意はまるで無駄であろう。
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まず、C [V ] = H � C [r2 ] (多項式の掛け算)であることを示そう。こちらは比較的簡単であ
る。任意の斉次式 f を取ると、�k+1f = 0かつ �kf 6= 0となる k � 0が存在する。このと
き、�kf = hは調和多項式であって、さらに

f � 1

2kk!
Qk

l=1(deg h + n+ l � 1)
(r2)kh mod C [r2 ]k�1H

である (演習問題 16.4 参照)。このことから、C [V ] = H � C [r2 ]となることはほぼ明らかであ
ろう。

つまり、8f は H を係数とするような r2 の多項式で書けることがわかった。同じ演習
問題 16.4から、f の r2 の最高次の項の係数は一意的に決まることが結論される。したがっ
て、残りの項の係数も帰納的に決まり、結局 C [V ] = H 
 C [r2 ] となることがわかる。さら
に N の定義方程式が r2 だから、C [N] = C [V ]=(r2) ' H は明らかであろう。
以上の議論により、k 次の調和多項式の空間を Hk と書くならば、�(k) ' Hk であるこ

とがわかり、それは �(k)=r2�(k � 2) と同型である。したがって、定理の証明で残っている
ことは、Hk が On の表現として既約であって、しかも Hk 6' Hl (k 6= l)となることである。
これを (C [V �]
 C [V ])On を計算することで証明しよう。

Lemma 16.3 次の次数環としての同型が成り立つ。

(C [V �]
 C [V ])On ' (C [r2 ]
 C [�]) 
 C [t] ' C [Sym2]

ただし t は H の次数付けを表す不定元である29。

Proof. あらすじを述べる。まず C [V �]
 C [V ] ' C [V �� V ]であることに注意しよう。さ
らに On 加群としては V � ' V なので、結局、C [V � V ]On を調べればよい。

そのためには、まず GLn � GL2 で上の表現を分解しておいて、それから On 不変元を
とる。つまり

C [V � V ]On ' � X�

�2P2
� (n)(�)� � (2)(�)

�On

'
X�

�2P2
� (n)(�)On � � (2)(�)

'
X�

�2P2
� (2)(2�) ' C [Sym2]

これを r2;�; t と対応づけるのは、各ステップの同型をつぶさに見ていけばよい (ハズだ)。
Q.E.D.

29t = E とするのがよいかも知れない。少なくともそうしたい誘惑に駆られる。
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Schur の補題によって、

(C [V �]
 C [V ])On '
�� X�

k

H�k 
 C [�]
� 
 � X�

l

Hl 
 C [r2 ]
��

On

'
X�

k;l

(H�k 
Hl)
On �

�
C [�] 
 C [r2 ]

�

だから、上の補題によって、(H�k 
 Hl)
On ' Æk;lC がわかる。これが証明したい事実であっ

た。 Q.E.D.

Exercise 16.4 (1) 一般に [�; r2] = �r2 � r2� = 2(E + n) であることを示せ。ただし

E =
nX
i=1

xi
@

@xi

はオイラー作用素である。

(2) hが調和であるとき、�(r2 � h) = 2(E + n)hである。これを利用して、

�k(r2)kh = 2kk!
kY
l=1

(E + n+ l � 1)h

となることを確認せよ。

次に � 6= 0の時、つまり半径が
p
�の \球面"を考えよう (もっとも複素数で考えるので、

実数空間の球面とは少し違うが)。Witt の定理によって、On は O � 上に推移的に働いてい
ることに注意しよう。また、一点

p
� en 2 V の固定部分群は On�1 = diag (On�1; 1)である。

したがって、O � ' On=On�1 となっている30。

Theorem 16.5 �(k) = C [V ]k=r
2C [V ]k�2 を On の既約表現とする。このとき、軌道 O � 上

の正則関数環は次のように分解する。

C [O � ] ' Ind On

On�1
1On�1 ' H '

X�

k�0

�(k)

特に On の O � への作用は重複度自由である。

Proof. 分解

C [V ] ' H
 C [r2 ]

において r2 = � とすれば、C [O � ] ' H であることがわかる。他のことは既に証明済み。
Q.E.D.

以上のような理由から、H を球面に制限した関数を球面調和関数と呼ぶ。
30もちろん SOn=SOn�1 でもよい。

62



Part V

付録
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17 表現論的に見てみよう

「数学セミナー」2000年 2月号 (特集「代数的とは」)用の原稿

17.1 開幕

研究していることをとことん突き詰めてゆくと、最後には簡単な代数的問題に帰着してしま
う。そのような経験を、数学者は持っているに違いない。それがたとえ解析的な問題であっ
たり、あるいは幾何の問題であっても事情は変らない。数学に限らず所詮人間ができること
は代数的な操作に還元されてゆく‥‥ というと大法螺になるのかもしれないが、そう断言
してしまいたくなるほど代数の道具は強力である。中でも、群とその表現を考えることは、
代数的手法の強力さをいっそう明らかにしてくれる。なにしろ究極の理論とも言うべき、素
粒子を統制すると思われている「万物の法則」が表現論によって語られているのを見てもそ
れは明らかだろう。

17.2 球面という舞台

2次元球面 S2 = f(x; y; z) j x2+y2+z2 = 1gを考えよう。R3 の測度 dxdydzを球面とそれに
垂直な動径方向に分けることで、球面上には自然な測度 d!が存在する (ただし便宜上、全面積
を 1に規格化しておく)。R3 の空間極座標を取って考えてみよう。まず地球儀を心の中に思い
浮かべて欲しい31。地表上の位置は赤道面から測った角度、つまり緯度 ' (��=2 � ' � �=2)
と、グリニッチ (Greenwich) を 0 とする経度 � (�� � � � �) で決まる32。R3 内の任意の
点 P (x; y; z) は、原点 O と P を結ぶ線分の長さ r � 0 と、直線 OP と単位球面との交点
! の緯度と経度の組 ('; �) を指定すれば決まる。つまり P の直交座標は

(x; y; z) = (r cos' cos �; r cos' sin �; r sin') = r � ! (! 2 S2)

である。するとよく知られた変数変換の公式から

dxdydz = r2dr � cos'd'd�
が成り立つ。この式において球面 S2 に関係する部分は cos'd'd� だから、

d! =
1

4�
cos'd'd�

である。さて、S2 上の測度 d! に関する二乗可積分関数、あるいは L2 関数の空間

L2(S2) = ff : S2 ! C j
Z
S2
jf(!)j2d! <1g

を考えよう。L2(S2) は定義のされ方からして解析的な空間だが、代数的にとらえることが
できる。以下では、L2(S2)の本質が実は代数的なものであり、積分計算や微分方程式の解を
求めるといった本来解析的な操作が、群の作用と表現論をうまく使うと代数的に行なえるこ
とを紹介したい。

31別に月面儀でも良いのだけれど。最近は火星儀なんてのも出ているのかも知れない。
32'が正なら北緯、負の時は南緯と呼ぶ。同様に � が負の時は西経で、正なら東経である。

64



17.3 ここで群が登場する

SO(3)を 3� 3 の直交行列で、行列式が 1 のもの全体とする。

SO(3) = fA 2Mat(3;R) j tAA = AtA = 13 (単位行列); detA = 1g
G = SO(3)は、行列の積や逆行列を取ることで閉じているので行列群である。実は Gはコ
ンパクトな連結リー群というものになっているのだが、今はあまり気にしないでおこう。

さて、 G = SO(3)は、行列の積によって R3 の線型変換を引き起こす。この変換は長さ
を変えないので、Gは単位球面 S2 を不変にしている。従って、G の元 g は S2 の変換を誘
導するが、このようなとき、G は S2 に作用するとか働くという。G 3 g の作用は自由33で
はなく、S2 のある直径を軸とする回転になる。そこで北極 N (と南極 S)を固定する G の
元全体からなる部分群を K と書くと、

K =

8<
:u� =

0
@ cos � � sin �

sin � cos �
1

1
A j � 2 R

9=
; ' SO(2) (17.1)

である。ここで

G 3 g 7! g �N 2 S2 (17.2)

という写像を考えてみよう。G = SO(3)の元は全てある軸に関する回転移動を表すので、要
するにこの写像は地球をグリグリ回転させて北極をニューヨークとか、東京に重ね合わせる
操作になる。少し考えると適当な回転で北極 N は地球上の任意の地点に持ってこれること
がわかるだろう34。つまり写像(17.2)は全射である。このようなとき、G の S2 上への作用
は推移的であるという。さらに K による右側からの商空間 G=K を考えることで、球面の
点 g �N (g 2 G) と剰余類 gK が一対一に対応するようになる。これは(17.2)から導かれる
自然な写像G=K ! S2 の単射性に他ならない。したがって、この写像によって球面 S2 と
G=K は同一視できて、

S2 ' G=K ' SO(3)=SO(2) (17.3)

と書ける。これを理解しやすいように図式で表しておこう。

g 2 G

gK 2 G=K S2 3 g �N
?

-

Q
Q
Q
Q
QQs

�

同型

標準射影
全射

33g の作用が自由であるとは g が固定点を持たない変換であることを指す。一般に S2 上の変換は必ず固定
点を持つ。

34もちろん南極だってどこへでも持っていける。南極にはペギラが棲んでいるから、東京と重ね合わせると
「東京氷河期」となるわけだ。(少しネタが古いか)
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同型(17.3)によって S2 上の L2 関数は

L2(G=K) = ff : G! C j
Z
G

jf(g)j2dg <1; f(gk) = f(g) (8g 2 G; 8k 2 K)g

と同一視できる。ここで dg は Haar 測度と呼ばれる G 上の不変測度35を表している。つ
まり L2(S2) ' L2(G=K)が成り立つ。従って我々の目標は、 L2(G=K)を表現論的に解釈す
る、ということになる。

そこでもうお馴染みかも知れないが、少し表現論地方の方言を復習しておこう。まず、群
Gが与えられたとき、G の表現とは、あるベクトル空間 V と、群の準同型� : G! GL(V )
の組 (�; V )のことである。ここで GL(V )は V から V 自身への可逆な線型写像の全体のな
す群で、一般線型群と呼ばれる。表現とは要するに抽象的な群 G を、具体的でよくわかっ
ている行列群 GL(V ) 内に \実現する"ことである (準同型像ではあるが)。V を � の表現空
間と呼び、V = V� とも書く。また、dimV < 1 なら有限次元表現、V にエルミート内積
が定義されていて、�(g) (g 2 G) がユニタリ変換ならユニタリ表現などと形容詞をつけて
呼ぶ。

V の部分空間 U で、�(g)(U) � U (g 2 G) となるなら、�(g) を U に制限することに
よってまた表現が得られる。これを V の部分表現と呼ぶ。もし V がゼロ以外に真の部分表
現を持たなければ (�; V ) を既約という。

さて、表現が既約でなく、ゼロではないような真の部分表現 U を持つとしよう。この U
に対して、V における U の補空間 U 0 であって、それ自身がまた部分表現になっているも
のが取れたとする。このとき V = U �U 0 を表現 V の直和分解という。� を U; U 0 に制限し
たものをそれぞれ �U ; �U 0 と書くなら、� の行列表示は

�(g) =

�
�U(g) 0
0 �U 0(g)

�
(g 2 G)

とできるだろう。このように行列表示すると、まるで惑星直列のようになって、まさに直和
分解というにふさわしい。

V が有限次元で既約でないなら、直和分解を繰り返してゆくことで既約表現の直和に分
解してしまうと考えるかも知れない。これはある意味で正しいのだけれど、実は、部分表現
U に対して、どのように補空間を取ってもそれが �(g)で不変にならないことがある。この
ような時には、V は既約ではないけれども、直和分解はできない。それは、行列が対角化で
きる場合（固有ベクトルによる基底が取れる場合）と、対角化できない場合（一般固有空間
を考える必要がある場合）の関係と全く同じことである。人生、いつもそううまくいくとは
限らない。

ところが、我々の扱うコンパクト群 G = SO(3)に対しては、任意の有限次元表現 (�; V )
は既約表現の直和として分解されることが知られている。このことを記号で次のように書く。

V '
X�

(�;V�)2Irr(G)

m� V� または � '
X�

(�;V�)2Irr(G)

m� �

35G 上の関数 f と h; h0 2 G に対して
R
G
f(gh)dg =

R
G
f(h0g)dg =

R
G
f(g)dg が成り立つような測度を言

う。Gがコンパクト群ならこのような測度は定数倍を除いて一意的に存在する。
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ここで Irr(G)は G の既約有限次元表現の全体で、m� は (�; V�)が V の分解に何回現れる
かを表す非負整数である。m� を表現 � の重複度と呼ぶ。これを見たらわかるように、一般
の表現を分子に例えるなら、既約表現はもうそれ以上は分解できない原子のようなもので36、
表現論では一番重要かつ基本的な対象である。

17.4 群上の関数たち

我々の目標は L2(G=K)であったが、その前にまず、G 上の L2 関数の空間 L2(G)を代数的
に調査してみよう。すこしややこしいが、群 Gには G 自身が左から、あるいは右からの掛
け算で作用していることに注意しよう。つまり舞台となる空間が G そのもので、そこに作
用している群も同じ G というわけだ。さて、この作用は G の L2(G) 上の (無限次元)表現
を引き起こす。それらを具体的に書くと、f(x) 2 L2(G); g 2 Gに対して

Lgf(x) = f(g�1x); Rgf(x) = f(xg)

となる。(L�; L2(G)) を左正則表現、(R�; L2(G)) を右正則表現という。これらの表現では、
表現空間が無限次元なので表現の作用素 Lg や Rg はもう行列ではないが、このような無限
次元表現を考えるのはとても重要なのである。

さて、関数 f 2 L2(G)は fLgf j g 2 Ggによって生成された L2(G)の部分空間が有限次
元になるとき、つまり

dim

8<
:

X
g2G:有限和

cgLgf j cg 2 C
9=
; <1 (17.4)

となるとき (左)局所有限と呼ばれる37。無限次元表現を代数的に考えるときには、このよう
な局所有限関数を考えるととても都合がよい。L2(G) の局所有限関数の全体を L2(G)Æ と表
そう。L2(G)Æ は L2(G)の代数的な部分表現になっているが、これはかなり \大きな"表現で
ある。これを既約表現の直和に分解することを考えよう。

Theorem 17.1 (Peter-Weyl) L2(G)Æ は L2 ノルムに関する L2(G) の稠密な部分空間で
あって、G 上の解析関数からなる。さらに G の表現として

L2(G)Æ '
X�

(�;V�)2Irr(G)

V �
� 
 V�

が成り立つ。ここに Irr(G) は G の有限次元既約ユニタリ表現 (�; V�) の全体を表し、さら
に V �

� は V� の双対空間上の反傾表現を表す。

この定理は一見難しそうだが、その本質は簡単である。用語を含めて少し解説しておこ
う。まず双対空間 V �

� だが、これは V� から C への線型写像のなすベクトル空間である。つ
まり

V �
� = Hom C (V�; C ) = f : V� ! C :線型写像 g

36原子は素粒子に、素粒子はさらにクォークに分解するということも現代では知られているけど、ここでは
昔の素朴な原子論の枠組での話。

37左局所有限と、同様にして定義される右局所有限の概念は一致する。
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である。v 2 V�;  2 V �
� に対して、 による v の像を (v) = h ; vi 2 C と書き、この h; i

を V� と V �
� の間の自然なペアリングという。さて、V

�
� は単なるベクトル空間というだけで

はなく、もとの表現 (�; V�) を用いて次のように V �
� 上の表現 �� が自然に定義される。

h��(g) ; vi = h ; ��1(g)vi (g 2 G; 2 V �
� ; v 2 V�)

このように定義された表現 (��; V �
� ) を反傾表現または双対表現と呼ぶ。

以上の記号を使うと、上の定理の同型を実際に与えてしまうことができる。実際それは

	 :
X�

(�;V�)2Irr(G)

V �
� 
 V� �����! L2(G)Æ

	(v� 
 v)(g) = hv�; �(g�1)vi (v� 2 V �
� ; v 2 V�; g 2 G)

で与えられる。この式に現れる g 2 G の関数 hv�; �(g�1)vi は表現の行列要素と呼ばれてい
る38。Peter-Weyl の定理は、既約表現の行列要素によって L2(G) が生成されている、とい
うことを述べているにすぎない。また、上の具体的な同型写像の表示を見れば、V �

� 
 V� の
うち左正則表現に対応するものは V� の方で、右正則表現に対応するものは V �

� であること
も見て取れるだろう。左正則表現を考えるときには V �

� は単に重複度の空間とみなされるの
である。これをちょっと計算で確かめておこう。

	(v� 
 �(g)v)(x) = hv�; �(x�1)�(g)vi = hv�; �((g�1x)�1)vi
= 	(v� 
 v)(g�1x) = Lg	(v

� 
 v)(x)
確かに v への作用 �(g)が 	で写すことにより左正則表現 Lg に化けている39。諸君は是非
v� への作用のほうも確かめてみてほしい。

(�; V�) 2 Irr(G)に対して d� = dimV� とおいて、V� の正規直交基底 fu1; : : : ; ud�gを選
び、さらに fu�1; : : : ; u�d�g を対応する V �

� の双対基底とする。このとき f 2 L2(G)に対して

cij = d�

Z
G

f(g)hu�i ; �(g�1)ujidg

とおくと、同型 	 の逆写像は

	�1(f) =
X

(�;V�)2Irr(G)

X
1�i;j�d�

cij u
�
i 
 uj

で与えられる。これは f の行列要素による フーリエ級数展開に他ならない。またこのよう
に定義した写像が 	 の逆写像であるという主張は、フーリエ級数の和がもとの関数に一致
するというフーリエ逆変換の性質に帰着する。部分空間 L2(G)Æ に属する関数は行列要素の
有限和で表されているので、フーリエ逆変換公式は行列要素の直交関係式40を用いて容易に
確かめることができる。

38有限次元表現なら、表現の行列要素とは、要するに �(g) を行列表示した時の行列成分を g の関数と思っ
たものである。

39\化かす"ことを英語で intertwine という。このような写像 	 を intertwiner とか intertwining 作用素と
呼んでいる。

40[21] の定理 3.33を参照。
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17.5 舞台は再び球面上へと転廻する

さて、もうとっくにお忘れかもしれないが、L2(S2) = L2(G=K) であった。一般に G の表
現 (�; V )に対して、K 不変元の全体を

V K = fv 2 V j �(k)v = v (k 2 K)g

で表そう。すると Peter-Weyl の定理から

L2(S2) = L2(G=K) = L2(G)K '
� X�

(�;V�)2Irr(G)

(V �
� )

K 
 V�
�閉包

(17.5)

がわかる。K 不変元の空間 L2(G)K は右正則表現について取るので、V �
� の K 不変元を取っ

ていることに注意する。また、肩付き文字の「閉包」は L2 ノルムでの閉包を表している。
さて、(17.1) 式の行列 u� を思い出しておこう。これは北極と南極を結ぶ軸に関する角度 �
の回転を表している。既約表現 (�; V�)に対し、この行列を表現したもの f�(u�) j � 2 Rg は
V� 上の可換な線型変換の族である。従って、これらはすべて同時対角化可能であるが、そ
の同時固有値は fe2j

p�1 � j �d � j � dg (d� = 2d + 1)、重複度はすべて 1 であることが、
sl2 の表現論41よりよく知られている。この場合、K 不変元とは同時固有値が 1 の固有ベク
トルのことであるから (V �

� )
K ' C、したがって(17.5)より

L2(S2) '
� X�

(�;V�)2Irr(G)

V�
�閉包

がわかる。これで L2(S2) の表現論的な意味がはっきりした。興味深いことに L2(S2) 上に
は G = SO(3) のすべての既約表現が重複度 1で丁度一回づつ現れる!

いよいよ球面上のラプラシアンの固有値と固有関数を求めてみよう。まず S2 のラプラ
シアン �S2 は、G = SO(3) のリー環 g の展開環 U(g) のカシミール元 �g からやって来る
ことに注意しよう42。

�S2f('; �) =
1

cos'

@

@'

�
cos'

@f

@'

�
+

1

cos2 '

@2f

@�2

とおくと、�S2 = �1
2
�g となる。一方 (�; V�) 2 Irr(G)に対して、

�(�g) =
1

2
(d2� � 1) � idV�

であることがやはり sl2 の表現論より知られている。

41SO(3) のリー環を複素化したものは SL2(C ) のリー環 sl2 と同型である。
42展開環 U(g)はリー環 gを結合的代数として普遍的に拡張したものである。具体的には g の元の非可換多
項式に [X;Y ] = XY � Y X (X;Y 2 g) という関係式を入れて構成される。カシミール元は U(g) の 2次の多
項式で、U(g) の中心に属している。
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Theorem 17.2 球面 S2 上のラプラシアン �S2 の固有値は

f�1
4
(d2� � 1) j d� � 1は奇数 g = f0;�2;�6;�12;�20; : : :g

であって、固有値 �1
4
(d2� � 1) の固有関数の次元 (= 重複度)は d� = dimV� に等しい。

さらに固有関数もこの考察から具体的にわかるのである。まず (V �
� )

K 3 w� 6= 0 を選び、

f�;v(g) = hw�; �(g�1)vi (v 2 V�)

とおけば、この行列要素が �S2 の固有関数になっている! w� の選び方は定数倍を除いて一
意的であるから、固有関数は本質的に v 2 V� の自由度だけあることに注意する。
ここでは、紙数の関係で詳しく紹介できないが、表現論を用いて K 不変元を求めること

や、カシミール元 �g の固有値を求めることは、純粋に代数的な作業であることを強調して
おこう。あまりに代数的すぎて、ついそれがこのような解析的な現実と関係していることを
忘れてしまうほど、それは代数的である。この部分については神保道夫 [23]を参考にするの
が一番よいと思う。

17.6 球面調和関数が颯爽と登場する

球面上の関数を造り出す手っ取り早い方法は、R3 の多項式を S2 に制限することである。代
数幾何学の出発点はこのようにして多項式を制限することにより、S2 上の多項式関数が全
て得られるという認識にあった。今の場合、制限写像

� : C [x; y; z] 3 f 7! f
?y
S2
2 L2(S2)

の像 Im � � L2(S2)は L2 ノルムに関して稠密である43。

さて、R3 には G = SO(3)が行列の積で自然に働いているが、Gによって不変な多項式
の全体は C [x; y; z] の部分環になる。これを不変式環と呼ぶ。SO(3)は距離を不変にするの
で、R = x2 + y2 + z2 は明らかに不変式だが、逆に不変式環は R の多項式の全体 C [R] に一
致することが比較的容易にわかる。R の決める双対的な微分作用素

@R =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2
= �

は R3 のラプラシアンに一致していることに注意しよう。

De�nition 17.3 �f = 0 となるような多項式 f 2 C [x; y; z] を調和多項式と呼ぶ。その全
体を H と書く。

H と不変式環 C [R] の間には次のような美しい関係がある。

43いつもこんなにうまくは行かない。この場合には S2 のコンパクト性が効いている。
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Theorem 17.4 H
 C [R] と多項式環 C [x; y; z] は積を取る写像によって自然に G 同型であ
る。つまり任意の多項式は H の元を係数とするような R の多項式としてただ一通りに表す
ことができる。

H
 C [R]
�����! C [x; y; z]

[j [jP1
k=0 hk 
 Rk 7�! P1

k=0 hk �Rk

球面 S2 への制限に話を戻すと、制限写像によって�(
P1

k=0 hk �Rk) =
P1

k=0 �(hk)だから、
Im � = �(H) であるが、実は �

?y
H は単射でもあることが知られている。つまり� : H ���!

Im � � L2(S2) は同型写像である。H を多項式の次数によって直和分解し、

H =

1X�

d=0

Hd

と書いておこう。すると Hd は次元が (2d+1)の SO(3)の既約表現になる。これより直ちに

� : H �����!
X�

(�;V�)2Irr(G)

V� = Im � �
稠密

L2(S2)

であって、�(Hd) = V� (ただし、 d� = dimV� = 2d+ 1) であることが結論される。球面上
に制限された調和関数 �(Hd) を球面調和関数と呼ぶ

ところで空間極座標によって R3 のラプラシアン � = �R3 を表すと

� =
2

r

@

@r
+

@2

@r2
+

1

r2
�S2

となっている。Hd 上では � = 0であったから、f 2 Hd に対して

�f =
2

r

@f

@r
+
@2f

@r2
+

1

r2
�S2f = 0 (17.6)

である。ここで、f が d 次斉次なので f(r!) = rdf(!) となることに注意すれば、

2

r

@f

@r
+
@2f

@r2
= d(d+ 1)rd�2f(!)

と計算できる。したがって(17.6)と合わせて、

�S2f = �d(d+ 1)rdf(!) = �d(d+ 1)f

である。d(d+ 1) = (d2� � 1)=2なので、このことは �(Hd) = V� であることと、既に述べた
定理 17.2 とピッタリ符合する!

もちろん話はラプラシアンのみにとどまらない。S2 上の多項式関数の球面上の積分を求
めるのにもこの手法は使える。これを説明してみよう。まず h 2 H が定数項を含まないよ
うな球面調和関数なら、 Z

S2
h(!)d! = 0
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である。これは次のようにしてわかる。� : Hd
���! V� だったので、h 2 Hdに対して 9v 2 V�

を取ると

�(h)(g �N) = h�(g)w�; vi 2 L2(G)

である。ただし、w� は V �
� の K 不変ベクトルであった。つまり hは表現の行列要素であっ

て、しかも K 球関数でもあるというわけである。一方行列要素はそれが定数でない限り G
上で積分すると消える。つまりZ

S2
h(!)d! =

Z
G

h�(g)w�; vidg = 0

である。したがって、驚く勿れ、S2 上積分してゼロにならないのは定数のみなのである!

驚く勿れ? ここで鼻先でフフンと笑えたらもう表現論の専門家である (ホンマか?)。実は
これは表現論的に見れば当たり前のことなのである。というのも、ある関数 f の球面上の
積分を計算することは f のフーリエ級数の定数項を求めることに他ならず、行列要素のフー
リエ級数は自分自身に一致するので、それが自明な表現 (= 定数項)に対応していない限り
積分は消えてしまう。

次に、一般の多項式 f(x; y; z)を S2に制限した場合を考えよう。f を d次斉次とすると、

f =
X

0�k�d=2
hk �Rk (R = x2 + y2 + z2)

と書けている。これを S2 に制限して定数になるのは deg hk = d� 2k = 0、つまり k = d=2
のときに限る。特に dが奇数なら f の球面上の積分はゼロである。そこで d = deg f を偶
数と仮定しよう。すると

�d=2f = (d+ 1)!hd=2

となって、しかも hd=2 は定数であることが少し44計算すればわかる。

以上から、f が d 次斉次多項式なら、

Z
S2
f(!)d! =

8<
:

1

(d+ 1)!
�d=2f (d 2 2Z)

0 (d 2 2Z+ 1)

がわかる。つまり微分することで球面上の積分が計算できる!
44だいぶん? ヒントとなる計算を説明抜きで書いておく。まず [�; R] = 2n+ 4E に注意する。ここで n は
空間の次元 (従って今の場合には n = 3)、E はオイラー作用素である。すると

[�; Rk] = Rk�1(2nk + 4 � 2
k�1X

i=0

i) = 2k(n+ 2k � 2)Rk�1

だから、

�Rkh = Rk�h+ 2k(n+ 2k � 2)Rk�1h = 2k(n+ 2k � 2)Rk�1h

がわかる (�h = 0 を使った)。これより上の式はほぼ明らかだろう。
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17.7 終幕

球面 S2 の話はもちろんこれで終りではない。ローレンツ群 SO0(3; 1) とその極小放物型部
分群 P を考えると、

S2 ' SO0(3; 1)=P

であって、L2(S2)は SO0(3; 1)の主系列表現と呼ばれる無限次元のユニタリ表現の表現空間
になる。このように考えると L2(S2) 全体が SO0(3; 1) の一つの既約ユニタリ表現と考えら
れ、そこにはとても強力な対称性、つまりローレンツ群による対称性が潜んでいたことがわ
かる。

表現論を用いて数学の問題を考えるときには、例えば S2 を SO(3)=SO(2) とか、
SO0(3; 1)=P とかという具合に、等質空間と関係づけて見る『目』が必要になる。それは
空間に潜んでいる隠れた対称性を探すことでもある。

群と関係づけられた空間はとても美しい構造を持つので、一般の空間に比べると微々た
る数でしかない (もちろん無限にあるが)。しかし同時に数学的に面白い対象はほとんどの場
合さまざまな対称性を秘めた美しい空間である。例えば光錐とか、 determinatal variety、射
影空間、旗多様体などがよい例だろう。どのような『目』を持って数学をするのか、それに
よって群と表現という道具の働き方もまた違ってくる。さまざまな見方ができる確かな『目』
を持つことで数学自身が実り多い豊かなものになってゆくと思う。

ここでは代数的な見方で、Peter-Weylの定理やあるいは調和多項式と不変式の双対定理
から球面上の関数の分解を導いた。表現論の手法はもちろんこれで終りではなく、例えば、
L2(G=K) を K の自明な表現からの誘導表現 (の表現空間)と見ることも可能である。

L2(G=K) ' Ind G
K1K

そして、フロベニウスの相互律を用いることによって、表現の具体的な分解が得られる。こ
のような話も極めて代数的に展開することが可能で、表現論では重要な手法の一つとなって
いる。しかし残念ながら紙数も尽きたようである。これらの話題については下の参考文献を
参照して欲しい。

最後に、一つ宿題を出しておこう。読者諸君はここに述べた話が円 S1 の場合にどのよう
になるのか、それは古典的なフーリエ解析とどのように結び付くのかを是非考えてみて欲し
い。たぶん面白い発見があるはずである。余裕のある読者は高次元の球面 Sn�1 に対しても
問題がどのように一般化されるかを考えてみられるとよいと思う。

そのような冒険に出かけるときには [19], [21], [23], [26], [32], [11], [14]などが役に立つだ
ろう。
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18 群環と原始イデアル

「数学セミナー」2000年 2月号 (特集「代数的とは」)のボツ原稿

群とは頗る幾何的な対象であるように思う．有限群はきわめて高い対称構造を内包した
有限集合である．それは例えば有限群をその Cayleyグラフで視覚的に表してみるとよくわ
かる (図 ??? 参照)．位相群の一つであるリー群はそれ自身多様体の構造をもっている．もっ
ともこれは均質的な空間ではあるが，例えばリー群 Gをその部分群 H で割った商空間 G=H
はうまく完備化 (あるいはコンパクト化)すると自然な特異点が現れる (図 ??? 参照: G=�が
良いか?)．

またクラインの言葉に従えば，幾何学とはある空間に働く変換群を考えたとき，その変
換群によって不変な空間の性質を研究する学問である．ユークリッド空間 Rn には合同変換
群が働いてユークリッド幾何が，そして射影空間 Pn(R) には射影変換群 PGLn+1(R) が働
き，射影幾何学が考えられる．リーマン幾何もこの枠組みで解釈可能である．(図を入れる;
ユークリッド幾何: 平面と二つの三角形，その二つを重ね合わせる合同変換; 射影幾何: 円と
楕円，双曲線，放物線をそれぞれ重ね合わせる射影変換; リーマン幾何: ???)

ん? いや，この稿では代数的とは何かを論じるのが目的であった．あやうく忘れ去ると
ころであったが，群 Gを表現するというのはそもそもある種の代数化にあたる．何故か? 単
なるこじつけかもしれないが... (未完)

18.1 有限群の群環

話をチョー簡単にするため，最初は Gを有限群とする．例えば Gとして，対称群 Sn とか，
二面体群 Dn，はたまた p 次巡回群 Z=pZなどを思い浮かべていただければよい．このとき，
G の元の形式的な一次結合の全体を CG で表す．

CG = f
X
g2G

cgg j cg 2 C g

CG は Gの元を一つの基底とするベクトル空間だが，それだけではない．CG には群 Gの演
算を線型に拡張することにより自然な積が定義されるのである．例えば，対称群 S3 でなら，

f(1; 2)+(2; 3)g � f(1; 2)� (2; 3)g = (1; 2)2 � (1; 2) � (2; 3) + (2; 3) � (1; 2)� (2; 3)2

= 1� (1; 2; 3) + (1; 3; 2)� 1 = (1; 3; 2)� (1; 2; 3)

というように．ここで (1; 2)は互換，(1; 2; 3)は 3次の巡回置換を表している．45

これで CG にはスカラー倍と和，積が定義されたことになる．つまり CG は C 上の代
数である．46このように非可換代数の構造を持つ CG を G の群環と呼ぶ．残念なことに G

45ここで出てきた対称群の用語については例えば [27] を参照してほしい．
46単位元を含む環であって，かつ体 k 上のベクトル空間であるようなものを k 上の代数 (algebra) と呼ぶ．
代数学という分野を表しているのではナイ．
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Table 1: 群の表現と群環の表現

群の表現
線型に拡張������������!
制限 �������

群環の表現

が非可換なら CG も非可換だが，スカラー倍と和が加わったことで，群環 CG は G そのも
のより格段に扱いやすい対象である．

もっとも群環は群そのものではないから，考えている対象によっては群環を使ってもメ
リットが無いこともあるし，かえって難しくなることもあるだろう．ところが G の表現論
を考えるときには群環を考えることがとても役に立つのである．

ベクトル空間 V とともに群準同型 � : G! GL(V )が与えられているとき，(�; V ) を G
の V 上の表現と呼ぶのであった．このとき � を CG から EndV への写像に線型に拡張し
たものを � とすれば，群環の表現 (�; V ) を得る．つまり

�(
X
g2G

cgg) =
X
g2G

cg�(g) 2 EndV

と定義するわけである．群環の表現とは非可換代数としての準同型 � : CG ! EndV に他な
らない．�(g)は GL(V )に属するが，�(x) (x 2 CG) は必ずしも可逆ではないことに注意し
よう．

一方，もし群環 CG の表現 (�; V )が与えられていれば，g 2 Gを自然に群環の元と見て
�(g) = �(g) とおくことにより，群の表現 (�; V ) が得られる．このようにして群環の (非可
換代数としての)表現と群の表現は一対一に対応する．Gの表現 (�; V )をどちらかと言えば
群環の表現として考えたいときには，V を G 加群と呼ぶことが多い．

18.2 群環の原始イデアルと既約表現の分類

非可換代数の一般論は (特に今の場合は有限次元だから)かなり深い理論が構築されていて，
それからいろいろなことがわかる．例えば CG の既約表現47 は全て CG の正則表現の商と
して表せる．特にそれは有限次元である．これを群環の場合に説明してみよう．

(�; V ) を CG の既約表現として，ゼロでない v 2 V を任意に選ぶ．
IL(v) = fx 2 CG j �(x)v = 0g

とおけば，IL(v)は左イデアルになっていて，

� : CG=IL(v)
���������! V

[j [j
x mod IL(v) 7�! �(x)v

47既約表現とは f0g と V 以外に不変部分空間が存在しないときに言う．自明でない不変部分空間があると
その商表現が作れるので，既約表現とはある意味で極小な表現のことである．
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は well-de�nedな G 加群としての同型写像を導く．実際，写像 �が x の選び方によらず決
まることは IL(v) での商を考えるので OK．次に �が G 加群としての同型である点を確認
してみる．� が全射であることは V の既約性から従う．単射であることは IL(v) の定義の
仕方から明らか．さらに �が intertwinig 作用素になることは

�(a � x mod IL(v)) = �(ax)v = �(a)(�(x)v)

= �(a)�(x mod IL(v))

となることよりわかる．

(�; V ) の既約性はまた IL(v)が CG の極大左イデアルであることを我々に教えてくれる．
この左イデアル IL(v)は v 2 V の選び方に依存しているが，

I(V ) =
\

v2V

IL(v) = fx 2 CG j �(x)V = (0)g

は V のみによって決まる．上式の二番目の表示の仕方から，I(V )が両側イデアルであるこ
とが容易に見て取れるだろう．I(V ) = AnnV とも書く．このイデアルをあとで述べる理由
によって本稿では原始イデアルと呼ぶことにする．

原始イデアルは既約表現の同値類を完全に決めてしまう．つまり，(�1; V1)と (�2; V2) を
CG の既約表現とすると

V1 ' V2 (同値な表現) () I(V1) = I(V2)

が成り立つ．じつはもっと強く，次の定理が成り立つのである．

Theorem 18.1 CG の両側イデアルが原始イデアルことと極大両側イデアルであることは
同じである．さらに CG の既約表現の全体を Irr(CG) と書くと，

Irr(CG) 3 (�; V ) 7�! I(V ) 2 f極大両側イデアル g = f原始イデアル g

は全単射写像を与える．

この全単射写像の逆は，次のように与えられる．極大両側イデアル I を含む極大左イデ
アル IL をとり，V = CG=IL で，G の作用を左からのかけ算で定義すればよい．

さて，表現論の原初的な問題の一つとして，

Problem 18.2 群 G の既約表現を全て決定し，その具体的な実現を与えよ．

というものがある．有限群の場合には，すべての (有限次元)表現はいくつかの既約表現の直
和に分解することが知られているので，表現を分子にたとえるなら，既約表現は原子のよう
なものである．したがって上の問題は，要するに「原子の周期律表を作り，その表の各原子
に標本を一つずつ付け加えて，夏休みの終わりに提出しなさい」という夏休みの宿題48 に似
ている．実は標本と一口に言っても，それはさまざまであって，一つの原子 (= 既約表現)に
いろんな標本 (= 実現の仕方)があったりするが，それはこの際あまり気にしないでおこう．

48いつも夏休みの宿題には泣かされたのを思い出す．
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すると定理 18.1は，既約表現の分類が原始イデアルでできること，その実現が原始イデ
アルを含むような極大左イデアルによって与えられることを示している．これは曲がりなり
にも問題への解答といえるだろう．

最後に CG の構造について触れておこう．既約表現 (�; V ) に付随する原始イデアルを
I(V ) と書くと，

� : CG=I(V ) 3 (x mod I(V )) 7�! �(x) 2 EndV

は非可換代数の同型写像となる．�が単射であることと代数準同型であることは簡単に確か
められるが，全射であることは若干の考察を必要とする．さらに CG が半単純であることを
用いると，次の定理を得る．

Theorem 18.3 非可換代数として，CGは各既約表現の表現空間上の全行列環の直和である．

CG '
X�

(�;V )2Irr(CG)

EndV

Corollary 18.4 CG 自身を左からの G の積によって G の表現と見たとき (左正則表現)，
次の直和分解が成り立つ．

CG '
X�

(�;V )2Irr(CG)

V � 
 V

ここで V � は V の双対空間であるが，表現 V の CG における重複度を表している．49

Corollary 18.5 有限群の元の個数 #G と既約表現の次元の間には次の関係が成り立つ．

#G =
X

(�;V )2Irr(G)

(dimV )2

少し例を見てみよう．その前に，もし Gが可換群であれば，CG は可換環であって，良
く知られているように極大 (両側)イデアルを I とすれば，CG=I ' C となることに注意す
る．特にこの場合にはすべての既約表現は一次元である (よく知られた事実ではあるが)．

Example 18.6 p 次巡回群 G = Z=pZを考えることにして，演算を乗法的に書こう．x を
G の生成元とすれば，G = f1; x; x2; : : : ; xp�1g である．xp = 1 だから，群環は

CG ' C [x]=(xp � 1)

となっている．� 2 C を 1 の原始 p 乗根として，xp � 1 =
Qp�1

i=0 (x� � i) と因数分解してお
くと，CG の極大イデアルによる分解は

CG ' C [x]=(xp � 1) '

p�1X�

i=0

C [x]=(x � � i)

で得られる．直和成分 C [x]=(x � � i) に対応する既約表現はもちろん G 3 x 7! � i 2 C で決
まる一次元表現である．

49右正則表現を同時に考えれば，V � は右正則表現の表現空間で，V がその重複度を表すと考えることもで
きる．
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18.3 リー群の表現の代数化

有限群の次にリー群を考えてみよう．リー群を同じ記号で G と書く．

群環はもともと群上の関数のようなものだから，素直に考えると G 上の C1 関数の全
体 C1(G) とか，あるいは可積分関数の全体 L1(G) などを考えるのがよいということにな
る．確かにそのようなアプローチもあるのだが，ここでは別のものを考えよう．

リー群 G の表現 (�; V )を考えよう．すでにもう V は有限次元とは限らない．Gが非コ
ンパクト群のときには，むしろ興味ある表現は無限次元であると言ってもよいくらいである．
その代わりに V は位相ベクトル空間とし，� は何らかの意味で連続とする．例えば，ヒル
ベルト空間 V 上の弱連続な表現というように．

さて，連続群 G のこのような表現を代数的に捉えるには実は『微分する』ことが有効な
のである．きわめて解析的な手段と思われる微分が，表現の代数化のために使われるという
のも面白い．表現を微分することによって，G のリー環 g0 の表現が，そしてそれを複素数
係数に線型に拡張することにより g0 の複素化である g = C 
R g0 の表現が得られる．

fG の表現 g 3 (�; V ) 7! (d�; V1) 2 fg の表現 g

ここで V 1 は V の C1 ベクトル50の全体を表す．このような滑らかなベクトルたちは V の
中で稠密である (つまり十分に多い)ことが知られている．このようにして解析的な群 G の
表現を，複素数体上のリー環 (あるいはリー代数51)の表現という代数的な対象に置き換える
ことができる．

しかしこれには問題点がある．それはリー環 g が結合的代数ではないという点である．
代数学で得られる多くの結果が通常結合的な (可換)代数を基にしていることを考えれば，こ
れはかなり不便なことである．そこでいささか乱暴だが，ある普遍性を持つ結合的代数で g

を置き換えてしまおう．そのようにして得られる (結合的)代数を g の展開環と呼んで U(g)
で表す．

U(g) の普遍性とは，要するに g のリー環としての表現があれば，それを U(g)に延長で
き，また展開環の表現はリー環の表現を定めるという二点につきる．実際 U(g)は g の元の
非可換な多項式の全体 (つまりテンソル代数)に

[X; Y ] = XY � Y X (X; Y 2 g)

という関係式を入れて定義された，g を自然に含むような結合的代数である．もちろん括弧
積 [X; Y ] はリー環の非結合的な積を表す．この関係式はリー環の表現が展開環の表現に自
然に延長できることを保証するためのものである．

さて，gは有限次元だが，その展開環 U(g)は無限次元であって，しかも非可換な代数で
ある．結合的という良い性質を手に入れるために，我々は有限次元性という強力な道具立て
を失ってしまう．結合的代数に帰着するという要請はかくのごとく非常に強い．一方，G の
既約表現が通常は無限次元であることを考え合わせると，無限次元の結合的代数に導かれる

50C1 ベクトルとは要するに �(g)v が g について微分可能になるようなベクトル v 2 V のことである．
51不思議なことに英語では通常 Lie algebra と呼ばれるにもかかわらず，日本ではリー環と呼ばれることが
多い．
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Table 2: リー群の表現の代数化

G の表現
微分

�������! g の表現
拡張

�������!
制限

 �������
U(g) の表現

のは自然であるとも言える．実際それが有限次元なら，既に見たように既約表現は全て有限
次元になってしまうのだから．

18.4 展開環の表現と原始イデアル

さて，G の表現はしばし忘れて，U(g) の代数的に既約な表現 (�; V )を考えてみよう．この
ときやはり，ゼロでない v 2 V に対して

IL(v) = fX 2 U(g) j �(X)v = 0g

I(V ) = fX 2 U(g) j �(X) = 0g = Ann V

を考えるのは有効であって，V ' U(g)=IL(v)である．I(V )は U(g) の原始イデアルと呼ば
れる．原始イデアルという言葉を発明したのが誰かはわからないが，有限群の群環の場合に
はこの用語をそのまま借用させてもらったのである．しかし有限群の群環の場合とは異なり，
今度は I(V ) だけでは既約表現の同値類は一意的に決まらない．例えば，gが半単純リー環
のとき，既約最高ウェイト加群 Lw (w 2 W )に対して

AnnLw1
= AnnLw2

() w1 と w2 が同じセルに属する????

となって，最高ウェイト加群に限ってみても原始イデアルは (�; V ) の同値類を一意的には決
定しない (この部分，記号も含めて詳細は松本久義氏の講義録 [30] をご覧ください)．

さて，展開環には自然にテンソル積の階数から来る次数付けが入るが，関係式 [X; Y ] =
XY � Y X の左辺は一次式，右辺は二次式なので，これは単なるフィルターでしかない．そ
のフィルター付けを

f0g � U0(g)
jj

C

� U1(g)
jj

C � g

� U2(g) � � � � � Uk(g) � � � �

とする．表現の方もついでにフィルター付けしておこう．V は有限生成として，その有限次
元の生成空間を V0 とする．

f0g � V0 � V1 � � � � � Vk � � � � ; Vk = Uk(g)V0

このフィルター付けから，次数化した代数は可換となり，g 上の対称代数に標準的に同型で
あることがわかる．つまり grU(g) = S(g) である．S(g) は可換代数なのでとても都合がヨ
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イ．しかも表現 V を次数化したもの grV は S(g) 加群である．そこで grV のゼロ化イデア
ル I(grV ) � S(g) = C [g� ] を

I(grV ) = fA 2 S(g) j �(A)(grV ) = 0g = Ann grV

とおく．I(grV )は多項式環 C [g� ] のイデアルなので，その共通零点を取ることによって g�

の代数多様体を定める．これを V の随伴多様体と呼ぼう．記号で

AV (V ) = f� 2 g� j f(�) = 0 8f 2 I(grV )g

と書く．52さて，I を原始イデアルとしよう．U(g)=I を左からの積によって表現 V と考え
(これは必ずしも既約ではないが)，その随伴多様体を定義できる．

Theorem 18.7 gを半単純リー環とする．U(g) の任意の原始イデアル I に対して，ある余
随伴ベキ零軌道 O が存在して，AV (U(g)=I) = O が成り立つ．

この定理はとても美しい結果で，代数的な枠組みで表現論が今世紀53得た一つの金字塔
と言ってもよいと思う．

[以下の文章は省略か]

そういうわけで定理の証明はとても筆者の手に負えるものではない．しかしある程度の
解説が必要だろう．

一般にリー群 G はそのリー環 g0 に随伴作用している．係数を複素数に線型に拡張して
g 上の随伴作用 Ad g (g 2 G) が，そしてその双対を取ることによって g� 上の余随伴作用
Ad �g が得られる．一方 g が半単純のとき，g 上には非退化な G 不変双線型形式が存在す
る．例えば，Killing 形式

B(X; Y ) = trace (adX adY ) (ただし adX(Z) = [X;Z])

はその一つである．g と g� はこの Killing 形式によって G 作用をこめて標準的に同一視さ
れる．具体的には

g 3 X 7! �X = B(X; �) 2 g�

が G 同型を与える．このとき adX がベキ零なら，対応する �X 2 g� をベキ零と呼ぶ．し
たがって O が余随伴ベキ零軌道とは，ベキ零元 �X に対して，

O = Ad �(G) � �X

と書けるということである．

Iは両側イデアルであるから，Y 2 Iにたいして明らかに adX(Y ) = [X; Y ] = XY�Y X 2
I である．これから容易に I は Ad (G) 安定であることが結論される．したがって gr I もま
た Ad (G) 安定であり，AV (U(g)=I)が Ad �(G) 軌道の和になることは見易い．

52随伴多様体は最初の生成空間 V0 の取り方によらない．
532000年にはなったが，まだ 20世紀らしい．もっとも著者がこの原稿を書いているのは 1999年のある日の

ことではあるが．
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U(g) の中心を Z(g) とすると，Z(g)は l 変数の多項式環 C [Z1 ; : : : ; Zl] と同型である (l
を g の階数と呼ぶ)．さて，(�; V ) を既約表現とすると，�(Z) (Z 2 Z(g))は V 上スカラー
作用素となる．したがって�(Z) = �(Z) idV (�(Z) 2 C ) と表すと，Z��(Z) 2 I である．こ
のことから，gr I � (grZ(g))+ = S(g)G+ がわかる．ここで S(g)G は S(g) の G 不変元全体，
A+ は A のうち定数項のない多項式の全体を表す．

Theorem 18.8 (Chevalley, Kostant) S(g)G+ の共通零点と g� のベキ零元全体の集合は一
致する．つまり

N := f�X j adX は g 上ベキ零 g = f� 2 g� j f(�) = 0 8f 2 S(g)G+g

が成立する．N は多項式の共通零点だから代数多様体であるが，さらに完全交叉かつ正規
である．N をベキ零多様体と呼ぶ．また N は有限個の Ad �(G) 軌道の和である．

この定理と上で行った考察から，AV (U(g)=I)は有限個の Ad �(G) ベキ零軌道の和であ
ることがわかる．従って定理 18.7 の最大の難関は、AV (U(g)=I)が既約代数多様体である
ことの証明であり，その解決には長い年月と多数の数学者の貢献が必要であった．最終的に
この定理は Borho-Macpherson, Joseph ???? によって得られた．
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