
2023年度　実力試験
専門問題

2024年 1 月 16 日（火）
14 : 00 ～ 16 : 00 (120分)

解答上の注意

� 問題は全部で 9題ある．そのうち 4題 を選択して答えよ．
� 各問題ごとに別々の解答用紙を使用し，選択した問題番号を所定の欄に明記すること．問
題番号が正しく記入されていない答案は採点しない．

� すべての解答用紙に学生番号と氏名を記入し，解答用紙はすべて提出すること．
� 解答欄が不足する場合は裏面を使ってよい．但しその旨を表面に明記すること．
� 試験開始から 30分経過した後は，解答用紙を提出の上，退出を認める．



　　



1 r = r(x)を R上で定義された連続関数とする．xを独立変数，y を従属変数とする微
分方程式

dy

dx
= r − ex

1 + ex
y (∗)

は特殊解 y(x) = 1 + ex をもつとするとき，以下の問に答えよ．

(1) 連続関数 r = r(x) を求めよ．
(2) (∗) の解 y = y(x) に対して， z(x) = y(x)− (1 + ex) とおくとき， z(x) が満たす微分方
程式を求めよ．

(3) (∗)の一般解を求めよ．
(4) 次の初期値問題

du

dx
= −ru2 +

ex

1 + ex
u, u(0) =

2

5

の解を求めよ．但し，r は (1) で求めた関数 r = r(x) とする．

2 以下の問に答えよ．

(1) a, bを整数として，I = {ax+ by |x, y ∈ Z}とする．
(a) 0 ∈ I を示せ．
(b) n1, n2 ∈ I ならば n1 ± n2 ∈ I であることを示せ．
(c) n ∈ I, c ∈ Zならば cn ∈ I であることを示せ．

(2) Gを群とする．
(a) 部分群 H ⊂ G が G の正規部分群であることの定義を述べよ．
(b) H1 と H2 がともに G の正規部分群ならば，H1 ∩H2 は G の正規部分群であること
を示せ．

(c) G が可換群ならば，G の任意の部分群は正規部分群であることを示せ．



3 以下の問に答えよ．

(1) 以下の無限級数の収束発散を判定せよ．判定の理由，根拠を簡潔に述べること．

(i)

∞∑
n=1

1√
n

(ii) an =

n∑
k=1

1

k
に対して，

∞∑
n=1

an
n2

(2) 以下の問に答えよ．

(i) 広義積分
∫ 1

0

1

x2
log(1 + x2) dx を計算せよ．

(ii) 広義積分
∫ 1

0

1

xs
log(1 + x2) dx が収束するような実数 s ∈ R の範囲を求めよ．

4 以下の命題の真偽を調べよ．

(1) {0, 1} × Nは可算集合である．

(2) 写像 f : R → Rが連続ならば，

d(x, y) := |f(x)− f(y)| (x, y ∈ R)

は R上の距離関数である．

(3) Qをユークリッド空間 Rの部分集合とみたとき，0は Qの境界点である．

(4) ユークリッド空間 Rの部分集合 Aが可算無限集合ならば，Aはコンパクトでない．



5 f(z) =
1

(z2 + 2)3
とする．以下の問に答えよ．

(1) f(z) の孤立特異点をすべて求め，そこでの留数を求めよ．

(2) 原点を中心とする半径 R の円のうち，虚部が 0 以上の部分を C1 とするとき，
lim

R→∞

∫
C1

f(z) dz の値を求めよ．

(3)

∫ ∞

−∞

1

(x2 + 2)3
dx の値を求めよ．

6 以下の問に答えよ．

(1) Rの部分集合 Aが可算集合ならば零集合であることを示せ．

(2) 極限値 lim
n→∞

∫ ∞

−∞
exp

(
− |x|
1 + e−n|x|

)
dx を求めよ．

(3) 1次元ルベーグ測度 λ, ルベーグ可測関数 f : R → Rおよび定数M > 0に対して，

λ({|f | > M}) ≤ 1

M2

∫
R
|f |2dλ

が成り立つことを示せ．但し，{|f | > M} =
{
x ∈ R

∣∣ |f(x)| > M
} である．



7 C2 級関数 u(t, x)に関する以下の初期値・境界値問題について，フーリエ展開を用いて
解を見出す手順を示すとともに，解を求めよ．

∂2u

∂t2
(t, x) =

∂2u

∂x2
(t, x), (t > 0, 0 < x < π)

u(0, x) = (2 sinx)3, (0 < x < π)

∂u

∂t
(0, x) = 0, (0 < x < π)

u(t, 0) = 0, (t > 0)

u(t, π) = 0, (t > 0)

8 空間内の曲面が，関数

z = log
(
(x− 1)2 + y2

)
− log

(
(x+ 1)2 + y2

) (
(x, y) ̸= (±1, 0)

)
により与えられるとき，以下の問に答えよ．但し，aを定数とする．

(1) y 軸上の点 (0, a, 0)における単位法線ベクトルと接平面の方程式を求めよ．
(2) y 軸上の点 (0, a, 0)におけるガウス曲率K と平均曲率 H を求めよ．



9 以下の問に答えよ．

(1) p を 0 < p < 1 を満たす定数とする．また，X を 0以上の整数に値をもち，X = r の確
率が P (X = r) = (1− p)rp, r = 0, 1, 2, ... によって与えられる確率変数とする．
(a) s を非負の整数とするとき，P (X ≧ s)を求めよ．
(b) s, t を非負の整数とするとき，条件付確率 P (X ≧ s+ t|X ≧ s) を求めよ．
(c) X の期待値を求めよ．

(2) 正規分布 N(m,σ2)に従う確率変数 X に対して，

P (X ≧ 82) = 0.2266， P (X ≦ 46) = 0.0668

が成り立つとする．このとき，下の正規分布表を利用して，X の平均と分散を求めよ．
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